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І.  ЛІНІЙНА АЛГЕБРА. ЕЛЕМЕНТИ ВИЩОЇ АЛГЕБРИ. 
 
1. Визначники  (детермінанти).  
 

Означення.  Визначником (детермінантом) 2-го порядку називається 

число, яке позначається символом  
dc

ba
    і визначається рівністю  

 

dc

ba
 cbda  .                                      (1.1) 

 

Числа  a, b, c, d – елементи детермінанта,  
Визначник 2-го порядку має 2-а рядки та 2-а стовпчики. 
I  рядок:  a,  b ;            II  рядок:  c,  d ;  
I стовпчик:  a,  c;        II  стовпчик:  b,  d .  
Головна діагональ:  a,  d ;       друга (допоміжна) діагональ:    b,  c .  
 

Схема для знаків добутків елементів головної і допоміжної діагоналей при 
обчисленні визначника:  

                   

**

**

)(

O



           

**

**

)(

N



.  

Приклади.   

Обчислити визначники:    № 1.  
76

25
;    № 2.  

xx

xx

sincos

cossin 
. 

Розв’язування. 

№ 1.    6275
76

25
23. 

 

№ 2.   1cossin)cos(cossinsin
sincos

cossin 22 


xxxxxx
xx

xx
. 

 
Самостійно.  

Обчислити визначники:       1)  
54

62


;      2)  

37

28




. 

Відповіді:  1)  34;     2)  –10. 
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Визначник n -го порядку містить n  рядків і n  стовпчиків. Для 
позначення елементів такого визначника зручно використовувати букви з 
індексами, де перший індекс вказує на номер рядка, другий – на номер 
стовпчика на перетині яких стоїть даний елемент.  

Визначник n -го порядку має вигляд:      

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

....

...

...

21

22221

11211

 . 

 

Визначник 3-го порядку має 3 рядки і 3 стовпчики:  
 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                                                 (1.2) 

 
Щоб дати правило обчислення визначників будь-якого порядку, 

сформулюємо означення алгебраїчного доповнення.  

 

Означення. Алгебраїчним доповненням будь-якого елемента  ika  

визначника  називається  визначник, який  одержано  з  даного  викресленням  
i-го рядка  та  k-го стовпчика, на перетині яких стоїть даний елемент, взятий зі 

знаком ki )1( . 

ikA –позначення алгебраїчного доповнення елемента ika . 
 

Наприклад, для визначника (1.2) :  

3331

2321

3331

2321
12

21)1(
aa

aa

aa

aa
A    ; 

 

3331

1311

3331

1311
22

22)1(
aa

aa

aa

aa
A    .  

 
Приклад.  Знайти алгебраїчні доповнення елементів 21a  та 33a  визначника  

125

413

221





. 
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Розв’язування. 

  2)42(1)2()2(121
12

22
)1( 12

21 



 A ; 

  76132)1(11
13

21
)1( 33

33 


 A . 

 

Самостійно.   Знайти алгебраїчні доповнення елементів 12a  та 31a  

визначника з попереднього прикладу.             Відповіді:  ;1712 A      631 A . 

 
Правило обчислення визначників будь-якого порядку.  

Визначник n -го порядку дорівнює сумі добутків елементів будь-якого  
рядка (або стовпчика) на алгебраїчні доповнення цих елементів:  

ininiiii AaAaAa  ...2211 ,                       (1.3) 

або       nknkkkkk AaAaAa  ...2211 ,                    (1.4) 

де  і  та  к  можуть приймати будь-які значення від  1  до  n.  
 

Так визначник 3-го порядку (1.2) можна обчислити, наприклад, як  

131312121111 AaAaAa   (розкладено за елементами першого рядка) ,  

або  323222221212 AaAaAa   (розкладено за елементами другого 

стовпчика), або розклавши за елементами будь-якого іншого рядка чи 
стовпчика.  

Приклади.     Обчислити визначники:  

№ 1.   

125

413

221





;           № 2.   

121

034

513





. 

 

Розв’язування. 

№ 1.     





125

413

221

        (розкладемо за елементами першого рядка)  









 

25

13
)1(2

15

43
)1(2

12

41
)1(1 312111   

 

43)56(2)203(2)81(  .  
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№ 2.   




121

034

513

          (розкладемо цей визначник за елементами третього  

стовпчика, який містить нульовий елемент)  









 

34

13
)1(1

21

34
)1(5 3331 30)49()38(5  . 

 
Приклади для самостійного розв’язування.  

Обчислити:  

1)  
12

43


;         2)  

216

145

732


;       3)  

8102

087

451

;        4)  

315

403

221




. 

 
Відповіді:  1) 11;   2) –169;   3) 0;   4) 12.  
 
 
Теоретичні питання для самоперевірки: 

1.  Означення і позначення визначника 2-го порядку.  
2.  Правило обчислення визначника 2-го порядку.  
3.  Позначення визначника 3-го порядку. 
4.  Позначення визначника n -го порядку.  
5.  Означення алгебраїчного доповнення елемент ika  визначника n -го порядку. 

6.  Правило обчислення визначника n -го порядку. 
7.  Виписати  алгебраїчні  доповнення  елементів  13a ,  21a ,  32a       визначника  

3-го порядку.  
8.  Записати правило обчислення визначника 3-го порядку розкладом за  

елементами:   а) 1-го стовпчика;   б) 2-го рядка. 
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2.  Системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР). 
 

Розглянемо систему трьох лінійних алгебраїчних рівнянь з трьома 
невідомими.  В загальному випадку її можна  записана у вигляді  













3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

,                                     (2.1) 

де  zyx ,,  – невідомі;  а  ;3,2,1( iaij    )3,2,1j  –  задані дійсні 

числа, які називаються коефіцієнтами  при невідомих;  
)3,2,1( ibi  –  задані дійсні числа, які називаються вільними членами.  

 
Якщо всі вільні члени  0ib ,  де 3,2,1i , то система лінійних 

алгебраїчних рівнянь називається однорідною (ЛОСАР).  

Така система має вигляд: 













0

0

0

333231

232221

131211

zayaxa

zayaxa

zayaxa

.                                     (2.2) 

Якщо хоча б один з вільних членів відмінний від нуля, то система 
називається неоднорідною (ЛНСАР).  

Розв’язком системи  називається множина дійсних значень невідомих, які 
при підстановці в рівняння цієї системи перетворюють кожне її рівняння в 
тотожність.  

Якщо система має хоча б один розв’язок, то вона називається сумісною. 
Сумісна система може мати єдиний розв’язок, або безліч розв’язків.  

Якщо система не має розв’язків, то вона називається несумісною.  
 
Розглянемо лінійну неоднорідну систему трьох алгебраїчних рівнянь з 

трьома невідомими виду (2.1). З коефіцієнтів цієї системи можна скласти 
наступні визначники. 

 
Визначник, який складено з коефіцієнтів при невідомих  

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

   – називається головним (основним) визначником 

системи.  
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33323

23222

13121

aab

aab

aab

x   ,  

33331

23221

13111

aba

aba

aba

y   ,   

33231

22221

11211

baa

baa

baa

z   –

допоміжні визначники системи.  

Допоміжні визначники x , y , z   системи (2.1) утворюються з 

головного визначника системи шляхом заміни відповідно стовпчиків 
коефіцієнтів при  zyx ,,  стовпчиком вільних членів. 

 
Сформулюємо правило Крамера для розв’язання системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь. 
 
Теорема Крамера. Якщо основний визначник СЛАР (2.1) відмінний від нуля  

( 0  ), то така система має єдиний розв’язок, який може  
бути знайдено за допомогою формул:  




 xx ,    



 yy ,    



 zz .                                     (2.3) 

Отже, згідно правилу Крамера, якщо 0 , то СЛАР має єдиний розв’язок. 
 

У випадку, коли 0 , СЛАР або не має розв’язків, або має безліч розв’язків.  
 

Слід зауважити, що оскільки ЛОСАР завжди має нульовий (тривіальний) 
розв’язок (переконайтесь самостійно, що 0,0,0  zyx  задовольняють 
ЛОСАР (2.2) ), то при 0  лінійна однорідна система алгебраїчних рівнянь 
має єдиний нульовий розв’язок, а при 0 , така система має безліч розв’язків, 
серед яких є і тривіальний. 
 

Приклади.  Розв’язати системи лінійних алгебраїчних рівнянь,  
використовуючи, якщо це можливо, правило Крамера. 

№ 1.  







754

1223

yx

yx
.  

Розв’язування.      Обчислимо основний визначник цієї системи. 

238154)2(53
54

23



 . 

0 , отже дана система має єдиний розв’язок , який, згідно правилу Крамера,  

може бути знайдено за допомогою формул:   



 xx ,   



 yy . 
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Обчислимо допоміжні визначники. 

461460)7()2(512
57

212





 x , 

694821412)7(3
74

123



 y . 

 

Маємо:     2
23

46
x ,          3

23

69



y . 

 

Відповідь:   )3;2(  . 
 

№ 2.  







546

1223

yx

yx
. 

Розв’язування. 

Обчислимо основний визначник цієї системи. 

01212)6()2(43
46

23





 .  

Оскільки 0 , то ця система не може мати єдиний розв’язок (вона або 
має безліч розв’язків, або взагалі розв’язків не має). В цьому випадку правило 
Крамера не застосовується. 

 

Проаналізуємо цю систему. Розділимо друге рівняння на (‒2). Одержимо 

систему 







5,223

1223

yx

yx
. 

Маємо протиріччя (ліві частини рівнянь системи співпадають, а праві різні).  

Це означає, що дана система розв’язків не має (несумісна). 

 

Відповідь:  Ø. 
 

№ 3.  






02

024

yx

yx
. 

Розв’язування.   

02214
12

24
 . 
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Оскільки ЛОСАР завжди має розв’язок, а згідно правилу Крамера єдиний 
розв’язок ЛСАР має тільки тоді, коли  0 , то дана система має безліч 
розв’язків. За допомогою правила Крамера ці розв’язки не можуть бути 
знайдені. 

Проаналізуємо дану систему. Розділимо перше рівняння на 2.  Система 

матиме вигляд 







02

02

yx

yx
.    Рівняння співпадають. А це означає, що перше 

рівняння не несе нової інформації про невідомі в порівнянні з другим. А тому 
його можна відкинути. З другого рівняння : xy 2 . 

 

Відповідь:   )2;( xx   ,   де  Rx . 
 

Приклади для самостійного розв’язування. 
 

Розв’язати системи лінійних алгебраїчних рівнянь,  використовуючи, якщо 
це можливо, правило Крамера. 
 

1) 






134

425

yx

yx
;    2) 








027

034

yx

yx
;   3) 








062

43

yx

yx
;   4) 








063

02

yx

yx
. 

Відповіді:   1)   3;2 ;      2)  0;0 ;    В прикладах 3) та 4)  правило Крамера 
використати не можна, оскільки основний визначник = 0. 
 

Розглянемо приклади використання правила Крамера при розв’язуванні 
систем трьох лінійні  алгебраїчних рівнянь з трьома невідомими.  

 

№ 4.  











923

12

032

zyx

zyx

zyx

.  

Розв’язування. 

Обчислимо основний визначник цієї системи. 

231

112

321





  = 











31

12
3

21

12
2

23

11
1   

32)16(3)14(232  . 
 

За правилом Крамера, якщо   0 ,  то   



 xx ,    



 yy ,    




 zz . 
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Обчислимо допоміжні визначники. 
 

239

111

320





 x  = 








39

11
3

29

11
2   

= 32)93(3)92(2  ;  
 

291

112

301





 y  = 








91

12
3

29

11
1 64)118(392  ; 

 

931

112

021




 z  = 





91

12
2

93

11
32)118(239  . 

 
Зауваження: всі визначники обчислювались розкладенням за елементами 
першого рядка. 

Одержимо:  1
32

32
;2

32

64
;1

32

32












 zyx . 

 

Відповідь:   )1;2;1(  . 

 

№ 5.    











9233

12

334

zyx

zyx

zyx

. 

 

Розв’язування.   

Обчислимо основний визначник системи. 

 

233

112

341





  = 











33

12
3

23

12
4

23

11
1   

027281)36(3)34(432  .  
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Оскільки 0 , то правило Крамера для знаходження розв’язку цієї 
системи не використовується. Система може мати безліч розв’язків, або взагалі 
не мати розв’язків. 

 

№ 6.  











05

043

024

zyx

zyx

zyx

.  

Розв’язування. 

Обчислимо основний визначник цієї системи. 

511

413

241





  = 













11

13
2

51

43
4

51

41
1  

 

)13(2)415(4)45(1   414441  . 
 

0 ,  отже система має єдиний розв’язок. А оскільки лінійна однорідна 
система алгебраїчних рівнянь завжди має нульовий розв’язок, то маємо: 

0,0,0  zyx . 
 

Відповідь: )0;0;0( . 
 

№ 7.  











0

02

022

zyx

zyx

zyx

.  

Розв’язування. 

Основний визначник цієї системи   

111

112

221





  = 








11

12
2

11

12
2

11

11
1  

)12(2)12(2)11(1  0220  . 
 
Оскільки 0 , то правило Крамера для знаходження розв’язку цієї системи не 
використовується. В цьому випадку лінійна однорідна система алгебраїчних 
рівнянь має безліч розв’язків. 
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Приклади для самостійного розв’язування. 
 

Розв’язати системи, використовуючи правило Крамера, якщо це можливо. 
 

1) 






1043

372

yx

yx
;     2) 








563

22

yx

yx
;    3) 








045

073

yx

yx
;    4) 








063

02

yx

yx
. 

 

5)











723

523

22

zyx

zyx

zyx

;   6)












9354

132

52

zyx

zyx

zyx

;   7) 











824

82

324

zyx

zyx

zyx

. 

 
Відповідь:   1) )1;2(  ;     3)  )0;0( ;     5) )1;2;3(  ;     7) )3;2;1( . 

Правило Крамера використати не можна при розв’язанні систем 2), 4), 6). 

 
Теоретичні питання для самоперевірки: 

1. Означення лінійної системи  алгебраїчних рівнянь (ЛСАР). 
2. Означення лінійної однорідної системи  алгебраїчних рівнянь (ЛОСАР). 
3. Означення лінійної неоднорідної системи  алгебраїчних рівнянь (ЛНСАР). 
4. Означення розв’язку системи лінійних алгебраїчних рівнянь.  
5. Яка система лінійних алгебраїчних рівнянь називається сумісною? 
6. Яка система лінійних алгебраїчних рівнянь називається несумісною? 

7.  Для системи    












3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

,  

а)   записати  головний (основний) визначник, 
б)   записати  допоміжні визначники. 

8.  Сформулюйте правило Крамера для розв’язання ЛСАР . 
9.  Що можна сказати про розв’язки лінійної неоднорідної системи 
      алгебраїчних рівнянь, якщо її основний визначник відмінний від нуля? 
10. Що можна сказати про розв’язки лінійної однорідної системи  
     алгебраїчних рівнянь, якщо її основний визначник відмінний від нуля? 
11. Що можна сказати про розв’язки лінійної неоднорідної системи   
      алгебраїчних рівнянь, якщо її основний визначник дорівнює нулеві? 
12. Що можна сказати про розв’язки лінійної однорідної системи  
      алгебраїчних рівнянь, якщо її основний визначник дорівнює нулеві? 
13. У якому випадку ЛНСАР має єдиний розв’язок? 
14. У якому випадку ЛОСАР має єдиний розв’язок? 
15. У якому випадку ЛОСАР має безліч розв’язків? 
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16. Нульовий (тривіальний)  розв’язок завжди має:  
       а)  будь-яка система алгебраїчних рівнянь; 
       б) лінійна неоднорідна система алгебраїчних рівнянь; 
       в) лінійна однорідна система алгебраїчних рівнянь.  
       Вказати на правильну відповідь. 
17. Чи можна за допомогою правила Крамера знайти розв’язок будь-якої    
      системи лінійних алгебраїчних рівнянь? 
 
 
 

3.  Метод  Гаусса розв’язання систем лінійних 
алгебраїчних рівнянь. 

 
Метод Гаусса полягає у зведенні СЛАР за допомогою елементарних 

перетворень до еквівалентної їй системи більш простого (так званого 
трикутного) вигляду, тобто до системи, в якій всі коефіцієнти, які розташовані 
під головною діагоналлю, дорівнюють нулю.  

 
Означення.  Дві  сумісні  системи  називаються  еквівалентними,  якщо  їх  

розв’язки  співпадають.  

Система може бути зведена до еквівалентної їй системи за допомогою 
елементарних перетворень, а саме:  

1)  будь-які рівняння можна поміняти місцями;  
2) будь-яке рівняння можна помножити (або поділити) на довільне число, 

відмінне від нуля;  
3)  будь-яке рівняння системи можна замінити сумою, або різницею його з 

іншим рівнянням системи. 
 
Так  при використанні метода Гаусса система трьох рівнянь з трьома 

невідомими  













3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

,                                     (3.1) 

має бути зведена до еквівалентної їй системи вигляду  













333

22322

1131211

dzc

dzсyc

bzayaxa

.                                   (3.2) 

На цьому завершується так званий прямий хід метода Гаусса.  
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Зворотний хід метода Гаусса полягає в знаходженні невідомих. 
По черзі з третього рівняння знаходимо  z , з другого – y , з першого – x .  
 

Розглянемо використання метода Гаусса на прикладах.  
 

№ 1.    












1233

842

632

zyx

zyx

zyx

. 

 

Розв’язування. 

Спочатку одержимо нульові коефіцієнти при  x  в другому і третьому 
рівняннях.  Для цього помножимо перше рівняння на )2(  і додамо його до 
другого рівняння (одержимо нове друге рівняння), а, помноживши перше 
рівняння на 3, і. додавши його до третього рівняння, одержимо нове третє 
рівняння.  












 

1233

842

632 32

zyx

zyx

zyx

  

12642  zyx                                    18963  zyx   

842  zyx                         1233  zyx  

20105  zy                                         17113  zy   
 

Одержимо еквівалентну систему:  
 













17113

5:20105

632

zy

zy

zyx

  

Розділимо друге рівняння на 5: 













17113

42

632

3

zy

zy

zyx

  

Щоб одержати в третьому рівнянні коефіцієнт 0  при  y , помножимо друге 
рівняння на 3 і додамо до третього рівняння.  
 

1263  zy   

17113  zy  

55 z   
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Маємо:   












55

42

632

z

zy

zyx

.          Система зведена до трикутного вигляду. 

 

З третього рівняння знаходимо     1z . 

З другого рівняння (підставивши знайдене значення  1z ) знайдемо y . 

4)1(2 y ,                    2y . 

З першого рівняння при знайдених  2y ,  1z   одержимо:  

6)1(322 x ,        1346 x .  

Відповідь:  )1;2;1(  . 

 

№ 2.   











4755

2323

5432

zyx

zyx

zyx

  

 

Розв’язування. 
 


















2

2

53

4755

2323

5432

zyx

zyx

zyx

 

 

151296  zyx                                   25201510  zyx   

4646  zyx                            8141010  zyx   

1165  zy                                             1765  zy   
 















1765

)(1165

5432

1

zy

zy

zyx

               












вірно.не60

1165

5432

zy

zyx

 

 
Отже, система несумісна.  

Відповідь: Ø.  
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№ 3.   











1542

523

433

zyx

zyx

zyx

  

 

Розв’язування. 
 

Поміняємо місцями 1-е та друге рівняння, після чого зведемо систему до 
трикутного вигляду за допомогою елементарних перетворень.  

 














1542

433

523 23

zyx

zyx

zyx

 

 
15693  zyx                                 10462  zyx   

433  zyx                             1542  zyx  

11910  zy                                      11910  zy   

Одержимо: 
 














11910

11910

523

zy

zy

zyx

;                 












вірно.00

11910

523

zy

zyx

 

 

Оскільки невідомих три, а рівнянь два, то однозначно не можна знайти 
невідомі. Іншими словами, система має безліч розв’язків. Щоб знайти їх, 
виразимо з другого рівняння одну невідому (наприклад y ) через іншу.  

zy 91110  ,        zy 9,01,1  . 

З першого рівняння виразимо  x  через  z , враховуючи, що zy 9,01,1  . 
 

zyx 235  ;       zzx 2)9,01,1(35  ;       zx 7,07,1  . 
 

Відповідь:    











.де,

,9,01,1

,7,07,1

Rzzz

zy

zx
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№ 4.   












8462

423

423

zyx

zyx

zyx

  

 

Розв’язування. 

Зведемо систему до трикутного вигляду за допомогою елементарних 
перетворень.  

 












 

8462

423

423 2

zyx

zyx

zyx

 

 
     423  zyx                                     8462  zyx   

423  zyx                          8462  zyx  

00                                       00    

 

Одержимо            











.00

00

423 zyx

 

 

Отже, система має безліч розв’язків. Залишилось одне рівняння, з якого 
виразимо одну невідому (наприклад x ) через дві інші.  
 

Відповідь:    












.де,

,де,

,234

Rzzz

Ryyy

zyx

 

 
Розглянемо приклади розв’язання лінійних однорідних систем 

алгебраїчних рівнянь  методом Гаусса.  
 
 

№ 5.   












024

032

034

zyx

zyx

zyx

.  
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Розв’язування. 












 

024

032

034 42

zyx

zyx

zyx

;         












5:01015

0711

034

zy

zy

zyx

;      

 













11

3

023

0711

034

zy

zy

zyx

;     











0

0711

034

z

zy

zyx

,    

При  0z  знаходимо з 2-го рівняння 0y , а з першого 0x . 
 

Відповідь:   )0;0;0( .  
 

№ 6.   











0724

0235

05

zyx

zyx

zyx

.  

Розв’язування. 
 












 

0724

0235

05 45

zyx

zyx

zyx

;           












0272

0272

05

zy

zy

zyx

; 

 

Третє рівняння співпадає з другим. Відкинемо його. Три невідомі з двох 
рівнянь не можуть бути знайдені однозначно. Система має безліч розв’язків. 

З другого рівняння:        zy 5,13 .  

З першого рівняння:       yzx  5 ;            zzzx 5,85,135  .  

Відповідь:    











.де,

5,13

5,8

Rzzz

zy

zx

 

 
Теоретичні запитання для самоперевірки. 
 

1. Суть метода Гаусса.  
2. Які системи лінійних алгебраїчних рівнянь називаються  еквівалентними? 
3. Які перетворення приводять до еквівалентних систем? 
4. Чи можна застосовувати метод Гаусса при  розв’язуванні будь-якої системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь? 
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Приклади для самостійного розв’язування. 
 

Розв’язати системи, використовуючи метод Гаусса. 
 

1)   












523

2532

145

zyx

zyx

zyx

;                        2)   













932

123

82

zyx

zyx

zyx

;  

 

3)   












153

5223

232

zyx

zyx

zyx

;                        4)  











632

1342

332

zyx

zyx

zyx

;  

 

5)   











024

03

023

zyx

zyx

zyx

;                       6)  











032

03

02

zyx

zyx

zyx

.  

 
Відповіді:   1)  )1;1;2(  ;        3)  Ø;         4)  )2;2;1(  ;       6) )0;0;0( ; 
 

2) 











.де.

,5

,32

Rzzz

zy

zx

       5)  











.де.

,2

,

Rzzz

zy

zx

.  

 
 
 
 

4.  Матриці. 
 

Означення.  Матрицею розміром nm   називається прямокутна таблиця, 
складена з nm   чисел, розташованих у m  рядків і n  стовпчиків. Ці числа 
називаються елементами матриці. Якщо  nm  , то матриця називається 
квадратною.  
 

Позначення матриць:  
Матриця записується у вигляді таблиці взятої в дужки (круглі – )(  , або 

квадратні – ][  ), або обрамляється подвійними вертикальними рисками – .  

 
Розглянемо квадратну матрицю  nn .  
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



















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

....

...

...

21

22221

11211

                                            (4.1) 

Елементи  nnaaa ,...,, 2211  утворюють головну діагональ матриці,  

1121 ,...,, nnn aaa  –  допоміжна діагональ.  

 
Матриця називається нульовою, якщо всі її елементи нулі.  
 
Квадратна матриця називається діагональною, якщо всі її елементи за 

винятком елементів головної діагоналі дорівнюють нулю. Так, матриця  
 



















33

22

11

00

00

00

a

a

a

A                                                                   (4.2) 

 
є  діагональною 3-го порядку. 
 

Діагональна матриця називається одиничною, якщо всі елементи її 
головної діагоналі дорівнюють одиниці. Одинична матриця позначається 
буквою E  (або буквою І ) і має вигляд  

 





















1...00

......

0...10

0...01

E                                                               (4.3) 

 
Матриця, одержана з даної матриці A  заміною рядків стовпчиками і 

навпаки стовпчиків рядками називається транспонованою матрицею і 

позначається: TA .  

Наприклад, якщо          


















3231

2221

1211

bb

bb

bb

B ,     то     









322212

312111

bbb

bbb
BT .  

 
Квадратна матриця A  називається симетричною, якщо  kiik aa   для всіх 

значень i  та k .  
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Так матриця   


















332313

232212

131211

aaa

aaa

aaa

A   є симетричною.  

 
Очевидно, що у випадку коли матриця  A   є квадратною і симетричною, то 

транспонована матриця  TA  також буде симетричною.  
 
 
 

Лінійні дії над матрицями.  
 
1.  Добутком матриці A  на число k  називається матриця kA , елементи якої 

одержано добутком елементів матриці A  на число k .  
 




































333231

232221

131211

333231

232221

131211

kakaka

kakaka

kakaka

aaa

aaa

aaa

kkA .                                  (4.4) 

 
 
2.  Сумою двох матриць однакових розмірів називається матриця того ж 

розміру, елементи якої дорівнюють сумам відповідних елементів матриць-
доданків. Наприклад  

 

























































32323131

22222121

12121111

3231

2221

1211

3231

2221

1211

baba

baba

baba

bb

bb

bb

aa

aa

aa

BA .         (4.5) 

 
Означення.  Матриці  A  і  B  називаються взаємно протилежними, якщо   

OBA  , де  O – нуль-матриця. Матриця, протилежна матриці A , 
позначається як  A  і її елементи протилежні за знаком відповідним елементам 
матриці A .  
 
3.  Різницею матриць A   і  B  є сума матриці  A  і матриці, протилежної 
матриці B , тобто   )( BABA  .                                                             (4.6) 
 
Зауваження.  
Додавати та віднімати можна тільки матриці одинакових розмірів. 
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Властивості лінійних дій над матрицями:  
 
1)   ABBA  ;  

2)   ВСАCBACBA  )()()( ; 

3)   AOOA  ,   де O – нуль-матриця; 

4)   AnkAnk  )()( ; 

5)   nAkAAnk  )( ;  

6)   kBkABAk  )( ; 

7)   OOk  ,   (O – нуль-матриця). 

 

Приклади.   

Дано:       










123

642
A ,     













136

223
B  . 

 

Знайти:   1)  \ A2 ;      2) BA 3 ;      3) BA . 
 

Розв’язування. 

1)   A2 










212223

262422











246

1284
; 

 

2)    BA 3 










131)3(32633

)2(36234)3(32











2721

0107
; 

 

3)   BA 










11)3(263

)2(624)3(2











253

825
. 

 

Самостійно.    Для матриць  












52

34
A    та   











14

25
B  знайти  

1) 
2

А
;      2) AB ;     3) BA 2 . 

 

Відповідь:  

1) 
2

А











5,21

5,12
;    2)  AB 







 
42

19
;    3)  BA 2 











710

76
. 
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Множення матриць.  
 

Означення. Добутком матриці  A  на  матрицю B  називається матриця  C  
( CBA  ), в якій елемент  ikc  дорівнює сумі добутків елементів i -го рядка 

матриці  A  на елементи k -го стовпчика матриці B . 

mkimkiki babababac nkin

m

n
ik  



...2211

1

.           (4.7) 

Для існування добутку  BA   необхідно, щоб число стовпчиків першого 
множника  ( матриці  A  )  співпадало  з  числом  рядків  другого  множника  
(матриці B ).  

 

Приклади  

№ 1.    










124

312
A ,       






















112

451

243

B .   Знайти BA  .  

Розв’язування.      

































112

451

243

124

312
BA   

 













11)4(2)2(4)1(152442112)3(4

)13)4(1)2(2)1(351422311)3(2
  

 













1716

5101
.  

 

№ 2.   Дано:  










52

41
A ,    













12

63
B  .               Знайти  BA   і  AB  . 

 

Розв’язування. 













































1716

25

)1(56225)3(2

)1(46124)3(1

12

63

52

41
BA

 












































34

1815

5142)2(112

5643)2(613

52

41

12

63
AB

 

Ми бачимо, що  ABBA  .  
 

Зауважимо, що в прикладі  № 1  добуток  AB    не існує . 
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Властивості множення матриць:  
 
1)   ABBA  ;  

2)   )()()( BAkkBABkA  ; 

3)   ACABCBA  )(   і  CABAACB  )( ;  

4)   CBACBA  )()( ; 

5)   AAEEA  ,   де   E  – одинична матриця; 

6)   OAOOA  ,  де  O – нуль-матриця.  

 

Приклади для самостійного розв’язування. 
 
№ 1.   Знайти  BA    і  AB  , якщо це можливо:  
 

а)        





















13

51

42

A ,     






 


421

256
B ;  

 

б)        











12

64
A ,      













753

226
B .  

 
№ 2.   Перевірити рівність    AAEEA  ,  якщо  








 


41

23
A ,      










10

01
E .  

 

№ 3.    Знайти   EA  , якщо    



















047

624

513

A .  

 

Відповіді:   №1   а)   BA




















101717

18511

20188

;    AB 






 
216

471
; 

б)  BA 










11115

502242
;    Добуток AB  не існує. 
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Означення.  Матриця  1A  називається оберненою до матриці  A , якщо  
 

EAAAA   11 ,                                                                  (4.8) 
 
де   E  – одинична матриця.  

 
Кожній квадратній матриці  A  ставиться у відповідність число, яке 

називається визначником або детермінантом матриці  A  і позначається   
A    або   Adet .  

 

Так для матриці   





















113

251

432

A   

 


















13

51
4

13

21
3

11

25
2

113

251

432

det A   

 
49)151(4)61(3)25(2  .  

 
Означення.  Квадратна матриця A  називається не виродженою, якщо  

0det A ,  і виродженою, якщо  0det A .  
 
Теорема. Для того, щоб дана матриця A  мала обернену, необхідно і достатньо,  

щоб вона була не виродженою. 
 

Алгоритм знаходження оберненої матриці для матриці A :  
 

1)  Знайти Adet . (Якщо 0det A , то 1A  існує);  

2) В матриці A  замінити кожний елемент  ika  його алгебраїчним доповненням  

    Цю матриця позначають символом A
~

; 

3)  Транспонувати одержану матрицю.  Одержимо матрицю TA
~

.  
 

4)   Кожний елемент отриманої матриці розділити на визначник матриці A ;  

TA
A

A
~

det

11  .                                                        (4.9) 

Зауваження:  пункти 2) та 3) можна переставляти. 
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Приклад.   Знайти матрицю обернену до матриці   
















143

321

232

A .  

Розв’язування. 

1)   6)64(2)91(3)122(2

143

321

232

det A . 

 

2)   14
14

32
11 


A ;       10

13

31
12 


A ;       2

43

21
13 A ; 

 

5
14

23
21 A ;           4

13

22
22 A ;              1

43

32
23 A ; 

 

13
32

23
31 


A ;          8

31

22
32 


A ;           1

21

32
33 A . 

 























1813

145

21014
~
A   

 

3)   






















112

8410

13514
~TA   

4)   

































6

1

6

1

3

1
3

4

3

2

3

5
6

13

6

5

3

7

~
6

1~
det

11 TT AA
A

A   

 

Зробимо перевірку  (як відомо EAA  1 ) . 
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















































 

6

1

6

1

3

1
3

4

3

2

3

5
6

13

6

5

3

7

143

321

232
1AA   







































































































































































6

1
1

3

4
4

6

13
3

6

1
1

3

2
4

6

5
3

3

1
1

3

5
4

3

7
3

6

1
3

3

4
2

6

13
1

6

1
3

3

2
2

6

5
1

3

1
3

3

5
2

3

7
1

6

1
2

3

4
3

6

13
2

6

1
2

3

2
3

6

5
2

3

1
2

3

5
3

3

7
2

 

E














































100

010

001

6

13239

6

11615

3

12021
6

31613

6

385

3

3107
6

22426

6

21210

3

21514

. 

Самостійно.  

№1. Знайти 1A , якщо  1)  










63

42
A  ;         2) 























125

201

134

A .  

Відповідь:  1) 















 


12

1

8

1
6

1

4

1
1A  ;      2)  























3232

7911

614

47

11A  . 

 
Теоретичні запитання для самоперевірки. 
 

1) Означення матриць: квадратної,  прямокутної, діагональної, одиничної, 
нульової, симетричної, транспонованої., виродженої, не виродженої. 

2) Правила знаходження: а) добутку матриці на число; б) суми (або різниці) 
двох матриць; добутку двох матриць. Для яких матриць ці дії можна 
виконувати? 

3) У якої матриці існує обернена матриця? 

4) Чи має місце рівність AAAA   11  ? 
5) Алгоритм знаходження оберненої матриці. 
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Приклади для самостійного розв’язування. 
 

Дано:         














 


52

41

32

A ;             





















23

15

11

B ;  














124

513
C ;      






















032

513

241

D .  

Знайти:    BA  ;    AB  ;    A2 ;    CA  ;    BD  ;     1D .  
 
Відповіді: 






















31

56

21

BA ;       






















75

34

43

AB ;         














 


104

82

64

2A ;  















 


51214

1913

13418

CA ;              




















117

613

925

BD ;    




















111111

11410

22615

77

11D .  

 
 
5. Розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь 
матричним методом. 

 
Розглянемо для визначеності систему трьох лінійних рівнянь з трьома 

невідомими  













3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

                              (5.1) 

Дану систему, використовуючи правило множення матриць, можна записати в 
матричному вигляді. а саме 

BXA  ,                                                  (5.2) 
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 де      


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A ,     

















z

y

x

X ,     


















3

2

1

b

b

b

B .  

Якщо 0det A , то для матриці A  існує обернена матриця  1A  і система 
має єдиний розв’язок, який може бути знайдено за формулою 

 

BAX  1                                                       (5.3) 
 

Ця формула особливо зручна, коли потрібно розв’язати системи з однією і 
тією ж матрицею A  і різними стовпчиками вільних членів B .  
 

Приклад.  Розв’язати систему   












923

723

742

zyx

zyx

zyx

 матричним методом. 

Розв’язування.   

Дана система може бути записана у матричному вигляді (5.2), де  























231

213

421

A ,     

















z

y

x

X ,     

















9

7

7

B .  

 
















31

13
4

21

23
2

23

21
1

231

213

421

det A   

28)19(4)26(2)62(1  .  
 

4
23

21
11 




A ;             4
21

23
12 




A ;        8
31

13
13 A ;  

 

8
23

42
21 




A ;     6
21

41
22 


A ;       5

31

21
23 


A ; 

 

0
21

42
31 




A ;             14
23

41
32 


A ;      7

13

21
33 


A . 
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
















7140

568

844
~
A ;       




















758

1464

084
~TA ;      TAA

~
28

11  .  

Скористаємось формулою (5.3). 

























































 

633556

1264228

05628

28

1

9

7

7

758

1464

084

28

11 BAX  

 







































1

2

1

28

56

28

28

1
.  

 
Відповідь:    1x ;   2y ;   1z .  

 
 
Самостійно.  Розв’язати системи матричним методом  

 

1) 












53

1232

62

zyx

zyx

zyx

;       2) 












323

224

632

zyx

zyx

zyx

.  

 
Відповідь:   1)  26det A ,    1,1,3  zyx ; 

2)  35det A ,   2,2,1  zyx . 
 
Теоретичні запитання для самоперевірки: 
 
1. Записати формулу розв’язку системи алгебраїчних рівнянь BXA   
матричним методом. 
2.  В якому випадку для розв’язування СЛНАР можна використовувати 
матричний метод? 
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6.  Розглянемо приклади задач, які виникають в економіці, 
що зводяться до систем лінійних алгебраїчних рівнянь. 
 
Приклад № 1. Взуттєва фабрика спеціалізується на випуску трьох видів взуття: 

чобіт, кросівок і туфель. При цьому використовується 3 види 
сировини: 1S , 2S , 3S . Норми витрат кожного з яких на одну пару 

взуття і об’єми витрати сировини на 1 день задаються таблицею  
 

Норми витрату сировини  
на одну пару взуття умовн. од.

Види  
сировини 

чоботи кросівки туфлі 

Витрати сировини 
за один день;  
умовн. од. 

1S  5 3 4 2700 

2S  2 1 1 900 

3S  3 2 2 1600 

 
Знайти щоденний об’єм випуску кожного виду взуття.  
 

Розв’язування. 

Нехай фабрика випускає щоденно  1x  пар чобіт, 2x  пар кросівок, 3x  пар 

туфель. Тоді у відповідності з витратами сировини кожного виду матимемо 
систему:  

 













1600223

|9002

2700435

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 
Розв’яжемо цю систему методом Гаусса. 














51600223

|9002

522700435

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 













1002

9003

2700435

32

32

321

xx

xx

xxx

;              












10005

9003

2700435

3

32

321

x

xx

xxx

.    Звідки 

 
2003 x ;   3002 x ;   2001x   
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Відповідь:     Фабрика щодня виготовляє 200 пар чобіт, 300 пар кросівок і 200 
пар туфель. 
 
 
 
 
 
Приклад № 2.  З двох заводів надходять автомобілі до двох автогосподарств, 

потреби яких складають 200 і 300 машин. Перший завод випускає 
350 машин, другий – 150 машин. Відомі витрати на доставку 
машин із заводу до кожного автогосподарства, які можна записати 
у вигляді таблиці  

 
Витрати на перевезення  в грош. од.

Завод 
1 автогосп. 2 автогосп. 

1 15 20 
2 8 25 

 
Мінімальні витрати на перевезення складають 7950 грош.од. Знайти 
оптимальний план перевезення машин. 
 

Розв’язування. 

Нехай  ijx  – кількість машин, що надходять з « i » заводу до « j »-го 

автогосподарства )2,1;2,1(  ji . Одержимо систему  
 




















79502582015

300

200

150

350

22211211

2212

2111

2221

1211

xxxx

xx

xx

xx

xx

  

 
Розв’яжемо цю систему методом підстановки. 
Виразимо  ,,, 211211 xxx  через 22x . 

З 2-го рівняння: 2221 150 xx  ,    

з 4-го :  2212 300 xx  ,  

з 1-го:  (350350 1211  xx 2222 50)300 xx  ,   

з 3-го:  150(200200 2111  xx 2222 50) xx  .   
Підставимо одержані вирази в 5-те рівняння.  
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Одержимо:  (8)300(20)50(15 2222  xx 795025)150 2222  xx  : 

1200600075079502582015 22222222  xxxx ; 

.0,012 2222  xx    

Тоді  .50,150,300 112112  xxx  

 
Відповідь:  В перше автопідприємство відправляється 50 машин з першого і 150 
машин з другого заводу, а в друге автопідприємство відправляється 300 машин 
виготовлених першим заводом.  
 
 
Приклад № 3.  Кожен з 3-х банків нараховує вкладнику свій певний процент на 
рік. На початку року вклад розміром 6000 грош. од. було вкладено наступним 
чином: 

3

1
 частину  в  I  банк              (2000 грош. од.)  

2

1
  частину  в   IIбанк           (3000 грош. од.)  

Залишок  в  IIIбанк                  (1000 грош. од.)  
На кінець року сума вкладу виросла до 7250 грош. од.  
 
Якби на початку року  

6

1
 вкладу (1000) поклали до  I -го банку  

3

2
  (4000) – до  II -го банку  

6

1
  (1000) – до  III-го банку  

Сума вкладу склала би на кінець року  7200 грош. од. 
 
Якщо гроші розподілити наступним чином: 

2

1
  (3000)     I  банк  

6

1
  (1000)     II  банк  

3

1
  (2000)     IIIбанк,  то сума вкладу складе  7250 грош. од.  

Який процент виплачує кожен банк? 
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Розв’язування. 

 

Нехай;      1x  – % I  банку ,     2x  – % II  банку,     3x  – % III банку.  

Толі маємо: 













1250200010003000

1200100040001000

1250100030002000

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 .  

 
Розв’яжемо одержану систему методом Гаусса. 
 














25,123

|25,132

3220,14

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

 














35,211

)1(15,15

20,14

32

32

321

xx

xx

xxx

         











20,16

15,15

20,14

2

32

321

x

xx

xxx

 

 
2,02 x ;   15,02,0515,13 x ;    25,015,02,042,11 x . 

 
Виразимо одержані значення невідомих в процентах і запишемо відповідь. 

%251 x       %202 x       %153 x .  

 
Відповідь:    Перший банк виплачує вкладнику %25 ,  другий –  %20 ,  

а третій – %15  річних. 
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ІІ.   ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ 
 

1.  ПРЯМА ЛІНІЯ НА ПЛОЩИНІ 
 
Означення.  Рівняння  0),( yxF  задає на площині лінію, якщо 

координати кожної точки, що лежать на цій лінії задовольняють даному 
рівнянню і не задовольняють цьому рівнянню координати точок, що на цій лінії 
не лежать. 

 
 
 
       0),( 11 yxF ;  

       0),( 22 yxF .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.  
 

Пряма лінія задається рівнянням першого степеня:  

0 CByAx ,                                                (1) 

де  A , B , C  – задані числа;  A  і B  одночасно не дорівнюють нулю.  
Рівняння (1) називається  загальним  рівнянням  прямої. 

Якщо в рівнянні (1) 0B , то його можна подати у вигляді  

bkxy  ,                                                       (2) 

яке називається рівнянням прямої з кутовим коефіцієнтом.  

Як відомо зі шкільного курсу математики тут  tgk ,  де    – кут, який 
утворює пряма з додатною віссю  Ox  (тобто кут, утворений поворотом проти 
годинникової стрілки осі Ox  до суміщення з прямою),  b  – ордината точки 
перетину прямої з віссю Oy  (рис. 2а).  

При  0k  одержуємо пряму    by  ,      яка паралельна осі Ox  (рис. 2б).  

Якщо  0B , а 0A ,  то рівняння (1) матиме вигляд   cx    і описує 
пряму паралельну осі Oy , яка перетинає вісь Ox  при cx   (рис.2в). 
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Рис. 2а                                                Рис. 2б  

 

    
Рис. 2в  

 
Щоб зобразити на рисунку пряму задану рівнянням (1) чи (2), потрібно 

знайти координати двох точок, які лежать на даній прямій, зобразити ці точки 
на координатній площині і провести через ці точки пряму лінію.  
 
Приклади.  Зобразити на рисунку прямі, які задані рівняннями:  

1) 0623  yx ;       2) 2y ;  

3) 3x .  

Розв’язування.   1)   0623  yx .  

Знайдемо точки перетину цієї прямої  

з осями координат:  

 

Рис. 3а  

Зобразимо ці точки на координатній площині і проведемо через них пряму 
( рис. 3а).  

x  0  2  

y  3  0  
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2) 2y .  Це рівняння прямої, яка паралельна осі Ox  і перетинає вісь Oy  
при  2y   ( рис. 3б).  

3) 3x .   Дане рівняння описує пряму, яка паралельна осі Oy  і 
перетинає вісь Ox  при  3x  (рис. 3в).  
 

                   
3x  

 

Рис. 3б                                                            Рис. 3в  
 
Задача 1.  Знайти кут    між прямими :)( 1l   11 bxky   та  

:)( 2l   22 bxky  .  

Розв’язання.     Зобразимо дані прямі на рисунку (рис.4). Позначимо через  
  кут між даними прямими. 

11 tgk ,   22 tgk .  

Очевидно, що   12      12   .  

Тоді 







12

12
12 tgtg1

tgtg
)(tgtg




   

21

12

1 kk

kk




 .  

Отже, для визначення кута між прямими  

Рис. 4.                              маємо формулу      
21

12

1
tg

kk

kk




 .       (4) 

Тут    –  кут, на який треба повернути проти годинникової стрілки пряму )( 1l , 

щоб вона співпала з )( 2l .  
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Зауважимо, що якщо розглядати кут між прямими, не враховуючи яким 
чином здійснюється поворот, то при 0tg   ми одержимо менший (гострий) 
кут, а при  0tg  – більший (тупий) кут між цими прямими. 

 
З формули (4) одержимо умови паралельності та перпендикулярності 

прямих.  

21212121 tgtg)()( kkll   .   

Маємо:                         2121 )()( kkll  .                                                (5) 

Прямі паралельні тоді і тільки тоді, коли їх кутові коефіцієнти 
співпадають.  

 tg90)()( 21  ll    не існує   01 21  kk .  Звідки  

 )()( 21 ll   121  kk .                                            (6) 

Прямі перпендикулярні тоді і тільки тоді, коли добуток їх кутових 
коефіцієнтів дорівнює мінус одиниці. 

 
 Наведемо формулу для обчислення відстані від точки );( 000 yxM  до 

прямої, заданої рівнянням 0 CByAx : 

22

00

BA

CByAx
d




 .                                          (7) 

 

Приклади.  
 
№ 1. Знайти кут, який утворюють прямі   :)( 1l  05  yx    та   

:)( 2l  053  yx   з додатною віссю  Ox . 

 
Розв’язування.  В рівнянні прямої виду bxky   кутовий коефіцієнт k , 

чисельно дорівнює тангенсу кута, який утворює пряма з додатною віссю  Ox . 
Запишемо рівняння заданих прямих у вигляді прямої з кутовим коефіцієнтом. 

:)( 1l  5 xy  ;   :)( 2l  
3

5

3

1
 xy ,  звідки 11 k ,    

3

1
2 k . 

Тоді  1tg 1  ,       
4

11

  arctg .  

2tg
3

1
 ,       

63

1
2

 





 arctg .  Це означає , що поворот від 

додатної осі Ox  до прямої  )( 2l   здійснюється за годинниковою стрілкою. Тоді  
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кут повороту від додатної півосі Ox  до прямої проти годинникової стрілки 

дорівнює 
6

5

6


 + 

Відповідь:  Пряма )( 1l  перетинає вісь Ox  під кутом 045 ,  а пряма )( 2l  

утворює з додатною віссю Ox  кут 0120 . 
 

Самостійно.   Знайти кут, який утворює пряма    013  yx   додатною 

віссю  Ox .                           Відповідь:   060 . 
  
№ 2. Знайти кут між прямими  :)( 1l  052  yx   та  :)( 2l  023  yx .  
 

Розв’язування.  Запишемо рівняння даних прямих у вигляді рівняння прямої з 
кутовим коефіцієнтом і використаємо формулу (4).  
 

:)( 1l   52  xy ,          21 k ;  

:)( 2l   23  xy ,            32 k . 

Тоді   1
61

23
tg 




 ,   звідки     
4

1arctg)1(arctg
  .  

Тут від’ємне значення кута    означає, що гострий кут між )( 1l  і )( 2l  це кут 

повороту від )( 1l  до )( 2l  за годинниковою стрілкою. А сам гострий кут 

дорівнює 
4


.  

Відповідь:  Кут між заданими  прямими дорівнює 
4


  

Самостійно.   
Знайти кут між прямими  :)( 1l  03  yx   та  :)( 2l  042  yx .  

Відповідь:  3arctg)3(arctg  . 
 
№ 3. Записати рівняння прямої  )( 2l , яка проходить через точку )3;2(0 M  

 паралельно прямій :)( 1l   0342  yx .  

 
Розв’язування.    Будемо шукати рівняння прямої  )( 2l  у вигляді  22 bxky  . 

Оскільки )( 2l  має бути паралельною )( 1l , то, згідно (5),   12 kk  . Знайдемо 1k  

з рівняння )( 1l .  324  xy ;          
4

3

2

1
 xy ;       

2

1
1 k .  
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Тоді                               :)( 2l      22

1
bxy  .                                                  (*) 

Значення 2b  знайдемо використовуючи те, що шукана пряма проходить через  

точку )3;2(0 M .  Тоді координати точки 0M  задовольняють рівняння (*).   

Маємо:      22
2

1
3 b ;         42 b .  

Отже, )( 2l  має вигляд:   4
2

1
 xy ,  або  082  yx .  

 

Відповідь:  082  yx .  
 

№ 4.  Перевірити, чи будуть перпендикулярними прямі  

:)( 1l   043  yx     і    :)( 2l   0762  yx .  

Розв’язування.    Згідно (6),  )()( 21 ll       121  kk .  

З рівняння  )( 1l   043  yx ,       43  xy ;        31 k .  

З рівняння  )( 2l   0762  yx ,        
6

7

3

1
 xy ;        

3

1
2 k .  

Тоді  1
3

1
321 








 kk .    Умова (6) виконується.  

 

Відповідь:  )()( 21 ll  .  

 
Самостійно.    
 

№1.  Перевірити, чи будуть паралельними прямі  

а)  :)( 1l   062  yx     і    :)( 2l   0736  yx .  

б)  :)( 1l   062  yx     і    :)( 3l   0142  yx .  

Відповідь:  а)  ні;      б) так. 
 

№2.  Перевірити, чи будуть перпендикулярними прямі  

а)  :)( 1l   062  yx     і    :)( 2l   0736  yx .  

б)  :)( 1l   062  yx     і    :)( 3l   0432  yx .  

Відповідь:  а)  так;      б) ні. 
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№3.  Записати рівняння прямих, що проходять через точку  
)1;2(0 M :   а)  паралельно прямій :)( 1l   0323  yx .  

б) перпендикулярно цій прямій. 
 

Відповідь:  а) 0823  yx ;      б) 0132  yx   
 
№ 5.   Знайти значення параметра  m  за якого прямі  

:)( 1l   053  myx     та    :)( 2l   0162  yx   будуть:  

а) паралельними;      б) перпендикулярними. 
 

Розв’язування.      Використаємо умови  паралельності та перпендикулярності 
прямих, заданих рівняннями :)( 1l   11 bxky  , :)( 2l   22 bxky  : 

а)  2121 )()( kkll  .  

Зведемо задані рівняння до виду з кутовим коефіцієнтом.  

:)( 1l   053  myx       53  xmy      
m

x
m

y
53

 ,      
m

k
3

1  . 

:)( 2l  0162  yx      126  xy      
6

1

3

1
 xy ,     

3

1
2 k . 

kk 1         
3

13


m
       9m . 

б)   )()( 21 ll 121  kk .   У нас 
mm

kk
1

3

13
21 






 .  Тоді  має 

виконуватись рівність 1
1


m

, звідки  1m . 

 

Відповідь:  в) )()( 21 ll   при 9m ;      б) )()( 21 ll   при 1m . 

 
Самостійно.    Знайти значення параметра  m  за якого прямі  

:)( 1l   0543  yx     та    :)( 2l   012  ymx   будуть:  

а) паралельними;      б) перпендикулярними. 

Відповідь:  а)  
2

3
m ;        б)  

3

8
m . 

 
№ 6.   Записати рівняння прямої, яка проходить через точки  )1;2(1 M  та  

)3;5(2M .  

Розв’язування.  Будемо шукати рівняння прямої у вигляді  bkxy  . 

Використаємо те, що пряма проходить через задані точки  1M   і  2M . Це 

означає, що координати точок 1M   і  2M  задовольняють рівняння прямої. 
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Підставивши координати точок  1M   і  2M  в рівняння  bkxy  ,   одержимо 

систему  







bk

bk

53

21
.   

Розв’язавши цю систему знайдемо значення k  і b .    
 







35

12

bk

bk
 ;          43 k ,       

3

4
k ,  

 

тоді  1
3

4
2  b ,              

3

11
b .  

Маємо    
3

11

3

4
 xy ,    або   01134  yx .  

 

Відповідь:  01134  yx .  
 
Самостійно.     Записати рівняння прямої, яка проходить через точки   

)2;3(1M  та )1;4(2 M . 

Відповідь:   0117  yx . 
 
№ 7.  Знайти точки перетину прямих  )( 1l :  0423  yx   та  

)( 2l :  0952  yx .  
 

Розв’язування.  Точка перетину прямих належить кожній з цих прямих. Отже, 
координати цієї точки задовольняють рівнянням цих прямих, тобто є 
розв’язком системи рівнянь, які описують дані прямі.  








0952

0423

yx

yx
,           








2952

5423

yx

yx
,           








18104

201015

yx

yx
,  

 

      






3819

423

x

yx
,  звідки   1,2  yx .  

 
Відповідь:  )1;2(  . 
 
Самостійно.     Знайти точки перетину прямих  )( 1l :  052  yx   та  

)( 2l :  013  yx . 

Відповідь:     .2;1  
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№ 8.  Знайти відстань від точки )1;2( M  до прямої 92  xy . 
 

Розв’язування.  Відстань від точки );( 000 yxM  до прямої, заданої 

рівнянням 0 CByAx , можна обчислити за формулою (7): 

22

00

BA

CByAx
d




 .  

Зведемо рівняння заданої прямої до загального виду. 92  xy ,        
одержимо:   092  yx . Тоді   







22 )1(2

9)1(22
d 58,0

5

54

55

54

5

4

5

4











. 

 

Відповідь:   d 58,0 . 
 
Самостійно.   Знайти відстань від точки )4;3(M  до прямої 33  xy . 

Відповідь:   d 10 . 
 
№ 9.  Задано вершини трикутника ABC : )2;1(A ,  )4;3( B ,  )2;1( C . 

Записати рівняння висоти AK  та медіани AN  цього трикутника. 
 

Розв’язування.  
1)  Висота AK  перпендикулярна до сторони ВС .  Тоді 1 BCAK kk . 

Знайдемо кутовий коефіцієнт сторони ВС . Якщо подати рівняння прямої у 
вигляді  bxky  , то враховуючи, що координати точок В  та  С  

задовольняють дане рівняння, одержимо 








bk

bk

2

34
,           1BCk .  

Оскільки   1)1( AKk ,     одержимо    1AKk .  

Отже, рівняння висоти  AK   має вигляд  bxy  .  Пряма  AK   проходить 

через точку A .  Тоді  b 12 , звідки  3b ,  а рівняння висоти  AK  буде 
таким: 3 xy . 

2)  Медіана AN  з’єднує  точку A   та середину відрізка CB . Як відомо зі 
шкільного курсу математики, координати точки );( 000 yxM , яка є серединою 

відрізка, що з’єднує точки  );( 111 yxM , та );( 222 yxM , обчислюються за 

формулами:    
2

21
0

xx
x


 ;     

2
21

0

yy
y


 . 
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Тоді    2
2

31



Nx ;     3

2

42



Ny .   Отже, маємо дві точки, через 

які проходить шукана медіана, рівняння якої шукаємо у вигляді bxky  .  

Для визначення значень k  та b  маємо систему 







bk

bk

23

2
,           53 k ,         

3

5
k ,    

3

1
b .    

Отже, рівняння медіани має вигляд  
3

1

3

5
 xy ,  або  0135  yx . 

Відповідь:      3 xy   рівняння висоти АК,   
0135  yx    рівняння медіани AN. 

 

Самостійно.    Задано вершини чотирикутника ABCD : )4;1(A ,  )1;0( B ,  

)2;2( C ,    )3;4(D .  

1)  Перевірити , чи є  цей чотирикутник паралелограмом; 

2) Записати рівняння висоти , опущеної з точки D  на сторону AB ;  

3) Записати рівняння прямої, що проходить через середи сторін AB  та AD . 

Відповідь:    1)  ні;      2)  0115  yx ;      3)  02  yx . 
 
Теоретичні питання для самоперевірки.  
 

1.  Який вигляд має:  

а)   загальне рівняння прямої;  

б)   рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом;  

в)   рівняння прямої паралельної осі  Ox ;  

г)   рівняння прямої паралельної осі  Oy .  
2.  Геометричний зміст коефіцієнтів  ""k  та  ""b   в рівнянні прямої  bkxy  .  

3.  Умови паралельності та перпендикулярності прямих.  

4.  Формула для знаходження кута між прямими.  
5. Формула для знаходження відстані від точки );( 000 yxM   до прямої 

0 CByAx . 
 
Вправи для самостійного розв’язання  
 
№1.  Перевірити, чи проходять прямі   )( 1l : 0532  yx ;  

)( 2l : 43  xy ;      )( 3l : 2y ;   та  )( 4l : 1x   через точки  

)0;2(1M ,  )1;1(2 M ,  )1;1(3M ,  )2;1(4 M ,  )4;0(5M .  
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№2.  Перевірити, чи лежать точки  )2;2(1 M ,  )1;1(2 M   

на прямих   )( 1l : 0532  yx ;  та  )( 2l : 43  xy . 

№3.  Записати рівняння прямої   4
2

1
 xy    в загальному вигляді.  

№4.  Записати рівняння прямої   0452  yx   у вигляді з кутовим  

коефіцієнтом.  

№5.  Зобразити на рисунку прямі, задані рівняннями  

а)  23  xy ;       б) 0742  yx ;      в) 1y ;      г) 5.2x .  
 

№6.  Перевірити, чи будуть паралельними  прямі : 

а) )( 1l : 3 xy    та   )( 2l : 0722  yx ;     

б) )( 3l : 0732  yx    та   )( 2l : 0722  yx . 

 

№7.  Записати рівняння прямої, яка проходить через точку  )3;2(M   

паралельно прямій:    а) )( 1l : 3 xy ;      б) )( 2l : 0732  yx ;  

в) :)( 3l  1x ;      г) :)( 4l  2y .  
 

№8.  Перевірити, чи будуть перпендикулярними  прямі : 

а) )( 1l : 33  xy    та   )( 2l : 073  yx ;     

б) )( 3l : 0532  yx    та   )( 2l : 0923  yx . 

 

№9.  Записати рівняння прямої, яка проходить через точку  )5;4(N   

перпендикулярно прямій :   а)   )( 1l :  2
3

1
 xy ;    б)  )( 2l : 3y ;  

в)  )( 3l : 0452  yx ;     г)  :)( 4l  1x . 
 

№10. Записати рівняння прямої, яка  

а) проходить через дві задані точки   )2;4(1 M  та  )0;3(2M ; 

б) перетинає осі координат в точках )4;0(C і )0;8(D .  
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№11. Знайти точки перетину прямих  )( 1l : 2y   та  )( 2l : 01052  yx  

а) з віссю Ox ;    б) з віссю Oy ;    в) з прямою  )( 3l : 042  yx . 

 

№12. Знайти кут, який утворюють прямі   )( 1l :  3 xy ;   

)( 2l :  04  yx ;      )( 3l :   0533  yx   

а)  з додатною віссю  Ox ;     б)  з додатною віссю  Oy .  
 

№13.  Вияснити, чи є серед заданих прямих  )( 1l ,  )( 2l   та  )( 3l  паралельні,  

або перпендикулярні прямі,   якщо   )( 1l : 052  yx ;  

)( 2l : 12  xy ;        )( 3l : 0436  yx .  
 

№14. Знайти кут між прямими  )( 1l  та  )( 2l , якщо: 

а)  )( 1l : 15,0  xy ;      )( 2l : 052  yx ; 

б)  )( 1l : 4
3

1
 xy ;      )( 2l : 0532  yx ; 

в)  )( 1l : 6
2

1
 xy ;      )( 2l : 0763  yx . 

 

№15.  Задано вершини трикутника  ABC :  )2;5(A ,   )4;0( B ,   )1;2(C .  

Знайти:     а)  рівняння сторони  AB ;  

б)  рівняння висоти  CK , опущеної з вершини  C  на сторону  AB ;  

в)  рівняння медіани  BM ;  

г) рівняння прямої, яка проходить через точку C  паралельно  AB ; 

д)  координати точки перетину висоти  CK  і  медіани  BM . 

 
Відповіді.  
 

№1.   )( 1l проходить через точку 2M ; 

)( 2l проходить через точки 53 , MM ; 

)( 3l проходить через точку 4M ; 

)( 4l проходить через точку 3M ; 
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№2.  )( 11 lM  ,  )( 21 lM  ,    )( 12 lM  ,    )( 22 lM  .  
 

№3.  082  yx .                    №4.  8,04,0  xy .  
 

№6.  1l  паралельна 2l ;     2l  не паралельна 3l . 

 

№7.  а) 5 xy ;     б) 0532  yx ;     в) 2x ;    г) :)( 4l  3y .  
 

№8.  а) ні;   б) так:  23 ll  . 

 

№9. а) 73  xy ;    б) 4x ;    в) 01025  yx ;   г) :)( 4l  5y .  
 

№10.  а) 062  yx ;    б) 082  yx .  
 

№11.  а) )( 1l : не перетинає,        )( 2l : (5; 0); 

   б) )( 1l :  2;0 ,               )( 2l : (0, 2);  

   в) )( 1l :  2;3 ,                )( 2l :  1;5,2 .  

 

№12.   )( 1l :  а) 045 ;     б)  0135 ;       )( 2l :  а)  045 ;       б) 045 ;  

)( 3l :  а) 030 ;      б)  0120 .  

 

№13.  21 ll  ;     2l ║ 3l ,       1l 3l .  

 

№14.  а) 
2

  ;      б)  






11

3
arctg ;      в)   0.  

 

№15.  а) 02056  yx ;           б) 0465  yx ;  

в)  012311  yx ;               г) 01756  yx ;  

д)  





 

81

104
;

27

20
.  
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2.   АЛГЕБРАЇЧНІ ЛІНІЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 
 
Загальне рівняння алгебраїчної лінії другого порядку має вигляд 

022  FEyDxCyBxyAx ,                             (8) 

де FEDCBA ,,,,,  –  задані числа, причому  CBA ,,  одночасно не 
дорівнюють нулю.    
Таке рівняння задає одну з ліній: коло, еліпс, гіперболу, параболу.  
 

2.1. Коло. 
Означення. Колом називається множина (геометричне місце) точок 

площини відстань до яких від фіксованої точки ( яка називається центром) є 
величина стала (ця величина називається радіусом кола).  

Канонічне рівняння кола радіуса R  з центром в точці )0;0(O  має вигляд  

222 Ryx  ,    (рис. 5)                                           (9) 

а  з центром в точці );( 09 yxС :   22
0

2
0 )()( Ryyxx  .    (рис. 6)         (10) 

 

                  
 

Рис. 5.                                           Рис. 6.  
 

Приклад № 1.  Записати рівняння кола з центром в точці )0;5(C , радіус якого 
дорівнює 6.  

Розв’язування. Використаємо рівняння (10). В нашому прикладі 

6,0,5 00  Ryx .   Маємо:  222 6)5(  yx .  
 

Відповідь:  36)5( 22  yx .  

 
Самостійно.       Записати рівняння кола з центром в точці  

а)  )0;0(C   радіус якого  дорівнює 4;  

б)  )2;0(C   радіус якого  дорівнює 3;  

в)  )0;1(C   радіус якого  дорівнює 5;  
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г)  )4;3(C   радіус якого  дорівнює 2.  
 

Відповідь:  а) 422  yx ;       б) 9)2( 22  yx     в) 25)1( 22  yx ;   

г) 4)4()3( 22  yx . 

 
Приклад № 2. Зобразити на рисунку коло, задане рівнянням:  

а) 422  yx ;  

б) 9)2()1( 22  yx ;  

в) 0364 22  yyxx . 

Розв’язування. 

а) 422  yx  – це рівняння кола з центром в точці )0;0(O , радіус якого  
2R  ( рис. 7).  
 

   
Рис. 7.  

 

б)  9)2()1( 22  yx   –  це рівняння кола з центром в точці )2;1( C , 
радіус якого  3R  ( рис. 8).  

 
Рис. 8.  
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в)  0364 22  yyxx .  
 

Щоб знайти координати центра та радіус цього кола, виділимо повний 

квадрат   222 2)( mmxxmx    по змінним x  та y .  

4)2(22224 22222  xxxxx ,  

9)3(33326 22222  yyyyy .  

Підставимо ці вирази в задане рівняння:  4)2( 2 x  + 039)3( 2 y , 

звідки  16)3()2( 22  yx .   Це рівняння кола виду (10).  

Отже центр  )3;2(C ,  радіус   4R   ( рис. 9).  
 

  
Рис. 9.  

 
 

Самостійно.  

Записати координати центра, значення радіуса та зобразити на рисунку 
коло задане рівнянням:  

а) 2522  yx ;          б) 4)2( 22  yx ;        в) 078 22  yxx .  
 

Відповіді:       а) )0;0(О  ‒ центр,  радіус 5R ; 

б) центр )2;0(C ,  радіус 2R ;      в) центр )0;4(C ,  радіус 3R . 
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2.2. Еліпс.  
 

Означення. Еліпсом називається множина точок площини, сума відстаней 
яких від двох фіксованих точок цієї площини, які називаються фокусами, є 
величина стала (яка позначається a2 ).  

Якщо осі прямокутної декартової системи координат вибрано так, що 
фокуси еліпса знаходяться на осі Ox  і симетричні відносно початку координат  

)0;(1 cF  ,   )0;(2 cF , то рівняння такого еліпса буде мати вигляд  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
,                                                    (11) 

Тут через a2  позначено суму відстаней від будь-якої точки еліпса до його 

фокусів, тобто, за означенням, aMFMF 221  ,  а   222 cab  . 
 

Еліпс, заданий рівнянням (11), перетинає вісь Ox   при  ax  ,  а вісь Oy   

при  by    (переконайтесь самостійно), а точка )0;0(О   центр цього еліпса.  

Рівняння (10) називається канонічним рівнянням еліпса.  
 

Еліпс, заданий рівнянням (11) зображено на (рис. 10).  
 

 

 

Рис. 10.  
 

Зауваження.  Якщо Rba  , то рівняння (11) матиме вигляд 

222 Ryx  , а це є рівняння кола радіуса R , центр якого співпадає з 

початком координат (дивись рівняння 8).  
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На рис.11 зображено еліпс фокуси якого розташовані на осі Oy  

симетрично відносно початку координат: );0(1 cF  ,  );0(2 cF , а 

bMFMF 221  .    Тоді   222 cba    )( ab .  

 
Рис. 11. 

 
Якщо центр еліпса знаходиться в точці  );( 000 yxM , а осі еліпса 

паралельні осям координат, то рівняння еліпса буде мати вигляд  

1
)()(

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
.                                 (12) 

Еліпс, заданий рівнянням (12) у випадку, коли ab , зображено на рис. 12а, 

а у випадку, коли ba ,  на рис. 12б;  

    
Рис. 12а.                                                   Рис. 12б  
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Приклад № 3.  Зобразити на рисунку еліпси, задані рівняннями  
 

1)  1
49

22


yx

,     та     2)  1
9

)1(

16

)2( 22





 yx

.  

Розв’язування.  

1)  1
49

22


yx

.    

Маємо:   )0;0(C  – центр еліпса,  3a ; 2b .  ( Рис. 13).  
 

 
Рис. 13.  

 

 

2)  1
9

)1(

16

)2( 22





 yx

.  

Центром цього еліпса є точка  )1;2( C ,  4a ,   3b .  ( Рис. 14).  

 
Рис. 14. 
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Самостійно. Записати координати центра, значення параметрів a  і b  та 
зобразити на рисунку еліпси, задані наступними рівняннями:  
 

а) 1
916

22


yx

,      б) 1
254

)3( 22


 yx

,    в) 1
4

)2(

36

)1( 22





 yx

.  

 

Відповіді:     а) 3,4),0;0(  baС ;        б) 5,2),0;3(  baС ;    

 в) 2,6),2;1(  baС . 
 
Приклад № 4.  Записати рівняння еліпса з центром  в точці )4;2(C ,   

півосі якого  3a ,   1b .  

Розв’язування. Скористаємось рівнянням (12):  1
1

)4(

3

)2( 22





 yx

. 

 
Самостійно.  Записати рівняння еліпса, центр якого знаходиться в точці  

)1;3( C  і півосі якого  2a ,   5b .  

Відповідь:  1
5

)1(

4

)3( 22





 yx

. 

 
2.3. Гіпербола.  
 
Означення.  Гіперболою називається множина (геометричне місце) точок 

площини, різниця відстаней від яких до двох фіксованих точок цієї площини, 
які називаються фокусами, є величина стала (яка позначається a2 ).  

Якщо осі прямокутної декартової системи координат вибрано так, що 
фокуси гіперболи знаходяться на осі Ox , симетрично відносно початку 
координат )0;(1 cF  , )0;(2 cF , то канонічне рівняння гіперболи буде мати 

вигляд                                      1
2

2

2

2


b

y

a

x
,                                                   (13) 

де  222 acb  .  

За означенням  aFMMF 221  .  

Гіпербола, задана рівнянням (12) перетинає вісь Ox  при ax  ,  і не 
перетинає вісь Oy . Вісь Ox  називається дійсною віссю цієї гіперболи, а вісь 
Oy  – уявною. 

Прямі  x
a

b
y    називаються асимптотами гіперболи.  
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Зобразимо гіперболу, задану рівнянням (13) на рис. (15).  
 

 
Рис. 15. 

 

Якщо фокуси гіперболи знаходяться на осі Oy  симетрично відносно 
початку координат і різниця відстаней від буд-якої точки гіперболи до її 

фокусів );0(1 cF  ,  );0(2 cF  дорівнює b2 , тоді  222 bca  , а рівняння 

цієї гіперболи матиме вигляд       12

2

2

2


b

y

a

x
.                                          (14) 

Ця гіпербола зображена на рис. 16. Її дійсною віссю є вісь Oy , а Ox  уявна 
вісь цієї гіперболи. 

 

 
 

Рис. 16. 
 

Центр гіперболи заданої рівнянням (13)  чи  (14) знаходиться в точці )0;0(О . 

Якщо центр гіперболи знаходиться в точці );( 00 yxC , а осі гіперболи 

паралельні осям координат, то рівняння гіперболи буде мати вигляд  
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1
)()(

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
,                                         (15) 

або                             1
)()(

2

2
0

2

2
0 







b

yy

a

xx
.                                        (16) 

 

Приклад № 5. Зобразити на рисунку гіперболи, задані рівняннями  

1)   1
49

22


yx

;        2)   1
9

)3(

16

)1( 22





 yx

.  

Розв'язування  

1)   1
49

22


yx

.  

В цьому рівнянні  2,3  ba ,   )0;0(O   центр гіперболи,  

Oy  – дійсна,  а  Ox  – уявна вісь  гіперболи;  xy
3

2
   рівняння асимптот 

(рис. 17).  

2)   1
9

)3(

16

)1( 22





 yx

.  

Маємо рівняння гіперболи у якої 3,4  ba ,  )3;1(0 М  – центр 

гіперболи. Дійсна вісь цієї гіперболи паралельна осі Ox , а  – уявна вісь  

паралельна Oy . Прямі  xy
5

3
   –  асимптоти гіперболи (рис. 18).  

 

 
 

Рис. 17.                                                                Рис. 18.  
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Самостійно. . Записати координати центра, значення параметрів a  і b , 

визначити дійсну вісь та зобразити на рисунку гіперболи, які задані наступними 

рівняннями:   а) 1
425

22


yx

,     б)  1
99

)1( 22





yx

.  

 

Відповіді:   а) 2,5),0;0(  baС ,  Ox  ‒ дійсна вісь ;     

б) OybaС ,3,3),0;1(  ‒ дійсна вісь. 
 
 

Зазначимо, в шкільному курсі математики вивчалась гіпербола, яка 

задавалась рівнянням 
x

k
y  ,  де 0k .  Осі цієї гіперболи не співпадають з 

осями координат і не є  паралельними осям координат. Рисунок такої гіперболи 
буде таким:  

 

                      
Рис. 19. 

 
2.4. Парабола. 
 
Означення.  Параболою називається множина (геометричне місце) точок 

площини, рівновіддалених від фіксованої точки  F  цієї площини, яка 
називається фокусом, і фіксованої прямої , яка називається директрисою.  

Якщо осі прямокутної декартової системи координат вибрати так, щоб вісь 
абсцис проходила через фокус перпендикулярно до директриси і напрямлена до 
фокуса, а  початок координат ділив відстань між директрисою і фокусом 
навпіл, (цю відстань позначають  p  ( p >0) ), то в цій системі координат 
рівняння параболи буде мати вигляд  

pxy 22  .                                                           (17) 
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Ця парабола зображена на рис. 20.  Тут  







0;

2

p
F  – фокус,  

а   
2

p
x   – рівняння директриси.  

 

                        
 

Рис. 20.                                                      Рис. 21.  

 
У параболи, заданої рівнянням (17) точка )0;0(O  є вершиною, а вісь Ox  – 

віссю параболи.  

Якщо вершиною параболи є початок координат, віссю параболи – вісь Ox , 
але парабола розміщена в лівій півплощині відносно осі  Oy  (тобто 









 0;

2

p
F ,  а  

2

p
x   – рівняння директриси), то рівняння такої параболи 

(рис. 21)  буде мати вигляд    

pxy 22  .                                                         (18) 

 
У випадку коли віссю параболи є вісь Oy , а вершина параболи 

знаходиться в точці )0;0(O , канонічне рівняння параболи буде мати вигляд  
)0( p :  

pyx 22  ,                                                   (19)  

або                                                     pyx 22  .                                                  (20) 
 
Парабола, задана рівнянням (19) зображена на рис. 22, а рівнянням (20) – 

на  рис. 23.  
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Рис. 22.                                                     Рис. 23.  

Якщо вершина параболи знаходиться в точці );( 00 yxC , а осі параболи 

паралельні осям координат, то відповідні рівняння параболи можна подати у 
вигляді  

)(2)( 0
2

0 xxpyy  ,                                      (21)  

або                                       )(2)( 0
2

0 yypxx  .                                      (22) 

 

Приклад №6.   

Зобразити схематично на рисунку параболи, задані рівняннями  

а)   yx 22  ;                                б)   )3()2( 2  xy . 

Розв’язування. 

а)   yx 22  ,                                                  б)   )3()2( 2  xy ,  

)0;0(C  – вершина параболи,                    )2;3(C  – вершина параболи , 
віссю параболи є вісь Oy ,                          вісь параболи – пряма паралельна 
вітки направлені в додатному                    осі  Ox , вітки направлені у  
напрямі осі Oy   (рис. 24)                            від'ємному напрямі осі Ox  (рис. 25) 

           
Рис. 24.                                                           Рис. 25.  
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Самостійно.  Записати координати вершини, координати фокуса, рівняння 
директриси  та зобразити на рисунку параболи, які задані наступними 
рівняннями: 

а) yx 62  ;   б) xy 82  ;   в) )2(52  xy ;   г) )1(4)2( 2  yx . 
 
Відповіді:   
а) вершина )0;0(C ,  )5,1:0( F  ‒ фокус;  5,1y  ‒ рівняння директриси; 

б) вершина )0;0(C ,  )0:2(F  ‒ фокус;  2x  ‒ рівняння директриси; 

в) вершина )0;2(C ,  )0;75,0(F  ‒ фокус;  25,3x  ‒ рівняння 
директриси; 
г) вершина )1;2( C ,  )0;2(F  ‒ фокус;  1y  ‒ рівняння директриси. 
 
 
Зауваження.   Якщо  проаналізувати  канонічні  рівняння розглянутих ліній 
(прямих і кривих) , то слід відмітити, що по виду рівняння можна назвати 
відповідну лінію, а саме:  

1) якщо рівняння містить обидві змінні тільки в першому, або одну в 
першому, а іншу в нульовому степені, то це рівняння прямої;  

2) якщо рівняння містить одну змінну в другому степені, а іншу тільки в 
першому степені, то це рівняння параболи;  

3) якщо в рівнянні виду 022  CyBxA   коефіцієнти при  2x  та  2y  
мають різні знаки, то це рівняння гіперболи;  

4) якщо в рівнянні виду 022  CyBxA   коефіцієнти при  2x  та  2y  
одного знаку, то це буде рівняння кола (при  BA  , 0CA ),  або 
рівняння  еліпса  (коли  BA  , 0CA ).  

5) якщо в рівнянні виду 022  CyBxA  коефіцієнти  CBA ,,   одного 
знаку, то дане рівняння не визначає жодної лінії. 

6) Рівнянні виду 022  yBxA  задає  точку )0;0(O , якщо коефіцієнти 

при  2x  та  2y  одного знаку і дві прямі, якщо вони мають різні знаки. 
 

Приклад №7. Вияснити які лінії задані рівняннями:  
 

а) 01233 22  yx ;    б) 01022 22  yx ;    в) 0632 22  yx ; 

г) 064416 22  yx ;      д) 052 2  xy ;       е) 0963 2  xx ;  

є) 01562  yxx ;     ж) 02 22  yx ;     з) 06436 22  yx . 
 

Розв’язування.  
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а)  01233 22  yx .  

3 BA , 0,12  CAC . Отже маємо рівняння кола. Зведемо це 
рівняння до канонічного виду.  

1233 22  yx ,         422  yx .  Це є канонічне рівняння кола, центр 

якого знаходиться в точці  )0;0(О ,  а радіус 2R .  

б)  0722 22  yx .  

2 BA ,  7C .  Коефіцієнти  CBA ,,   одного знаку. А це означає, що  

дане рівняння не визначає жодної лінії (випадок 5).  

в)  0632 22  yx .  

Оскільки ,0,0  BA 0C ,  і   BA  ,  це рівняння еліпса.  
Зведемо його до канонічного виду.  

0632 22  yx ;         632 22  yx ;         1
23

22


yx

,     еліпс у 

якого центр знаходиться в точці )0;0(О ,   2,3 22  ba .  

г)  064416 22  yx .  

,0,0  BA         це рівняння гіперболи.  

Зведемо дане рівняння до канонічного виду.     64416 22  yx .  
Розділивши це рівняння на (– 64),  одержимо канонічне рівняння гіперболи  

1
164

22


yx

,  у якої  точка )0;0(О  є точкою симетрії (центром), Oy  –  

дійсна вісь, а  Ox  –  уявна вісь.  

д)  052 2  xy .  

Рівняння містить тільки одну змінну другому степені, а іншу в першому 
степені. Отже це рівняння параболи. Її канонічне рівняння має вигляд 

xy 5,22  .  Вершина цієї параболи знаходиться в точці )0;0(O , а вітки 
направлені в додатному напрямку осі Ox .  

е)  0963 2  xx .  

Рівняння містить тільки одну змінну. Виділимо повний квадрат по цій 

змінній.     031123 2  xx ,       4)1( 2 x ,   звідки  21 x . 
Отже це рівняння задає дві прямі лінії:  3x ,  1x .  
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є)  01562  yxx . 
Аналіз рівняння дозволяє зробити висновок, що це рівняння параболи. 

Зведемо його до канонічного виду. 

01562  yxx          0153332 222  yxx           

105)3( 2  yx          )2(5)3( 2  yx .  

Вершина цієї параболи знаходиться в точці )2;3(C , а вітки направлені в 
від’ємному напрямку осі Oy .  

ж)  02 22  yx .  

Дане рівняння вірне тільки при   0,0  yx .  

з)  06436 22  yx .  

Дане рівняння задає дві прямі. Дійсно, запишемо його у вигляді  

0)86()86(  yxyx , звідки маємо: 086  yx ,  086  yx . 

 
Самостійно.  Вияснити, які лінії задані рівняннями:  

а) 01822 22  yx ;       б) 0422  yx ;     в) 03649 22  yx ;  

г) 0416 22  yx ;     д) 010025 2 x ;      е) 022  xy ;  є) 12 x . 

ж) 0123 2  yx ;   з) 0218 22  yx ;   і) 073 22  yx ;  ї) yx 315  .  
 
Відповіді:      а) коло;      б) Ø;      в) еліпс;      г),  е)  ‒  гіперболи;     
 д),  з)  ‒ рівняння двох прямих;     е),  ж)  ‒  параболи;     є)  ї)  ‒ прямі.  
 
Теоретичні питання для самоперевірки.  
 
1.   Канонічні рівняння кола, еліпса, гіперболи з центром  

а)   в точці  )0;0(O  ;       б)   а точці  );( 00 yxC .  

2.   Рівняння асимптот гіперболи, заданої рівняннями  

а)  1
2

2

2

2


b

y

a

x
,      б)  1

2

2

2

2


b

y

a

x
.  

3.   Канонічні рівняння, координати фокуса та рівняння директриси параболи з 
вершиною в початку координат, віссю симетрії якої є вісь  Ox , і вітки 
направлені  а)   в додатному напрямі  осі  Ox ;  

б)   у від’ємному напрямі  осі  Ox .  
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4.   Канонічні рівняння параболи з вершиною в точці );( 000 yxM , віссю 

симетрії якої є вісь  Ox , і вітки направлені   
а)   в додатному напрямі  осі  Ox ;   
б)   у від’ємному напрямі  осі  Ox .  

5.  Канонічні рівняння, координати фокуса та рівняння директриси параболи з 
вершиною в початку координат, віссю симетрії якої є вісь Oy , і вітки 
направлені    а)   в додатному напрямі  осі  Oy ;  

б)   у від’ємному напрямі  осі  Oy .  

6.   Канонічні рівняння параболи з вершиною в точці );( 000 yxM , віссю 

симетрії якої є вісь  Oy , і вітки направлені   
а)   в додатному напрямі  осі  Oy ; 
б)   у від’ємному напрямі  осі  Oy .  

 

Приклади для самостійного розв’язування.  

№1.  З’ясувати, яку лінію задає рівняння і зобразити її на рисунку.  

1)   1
41

22


yx

;                                    2)   3694 22  yx ;  

3)   522  yx ;                                         4)   16)4()2( 22  yx ;  

5)   1
16

)3(

25

)1( 22





 yx

;                  6)   1
94

22


yx

;  

7)   1
94


yx

;                                 8)   99 22  yx ;  

9)   1
44

)2( 22


 yx

;                        10)   xy 22  ;  

11)   )2(5)3( 2  xy ;                       12)   yx 32  ;  

13)   )1(5,0)1( 2  yx ;                     14)   yx
2

32  .  

№2.   Записати рівняння асимптот гіпербол, заданих рівняннями  

а) 1
164

22


yx

;     б) 1
91

22


xy

.  

№3. Записати координати вершини, координати фокуса, рівняння директриси  

парабол, заданих рівняннями     а)  xy 42  ;         б)  )2(62  yx .  
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Відповіді:  

№1. 1),  2),  5)  –  еліпс;          3),  4)  –  коло;          6),  8),  9)  –  гіпербола;  

10),  11),  12),  13),  14)  –  парабола;   7) пряма.  

№2.  а) xy 2 ;    б) xy
3

1
 .  

№3.  а) )0;0(C  ‒ вершина,  )0;1(F  ‒ фокус,  1x  ‒ рівняння директриси;  

б)  )2;0( C  ‒ вершина,  )5,3;0( F  ‒ фокус,  5,0y  ‒ рівняння 

директриси. 
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ІІІ.   ПОХІДНА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ 
 

1. ОЗНАЧЕННЯ  ПОХІДНОЇ  
 
Розглянемо функцію )( xfy   визначену на деякому проміжку. При 

кожному значенні x  з цього проміжку функція  )( xfy   набуває певне 

значення. Надамо аргументу  x  деякий приріст x  (додатний чи від’ємний не 

має значення). Тоді функція одержить приріст 
 

)()( xfxxffy  .  
 

Означення. Похідною функції )( xfy   по аргументу x  називається 

границя, до якої прямує відношення приросту функції до приросту аргументу  
за умови, що приріст аргументу довільним чином прямує до нуля.  

 
Таким чином, за означенням  

x

f
xf

x 


 0
lim)( ,                                                       (1) 

 

або         
x

xfxxf
xf

x 




)()(
lim)(

0
.                             (2) 

 
Функція, яка має похідну в точці x  називається диференційовною в цій 

точці. 
Зауважимо, що для кожного значення  x  похідна  )( xf   приймає певне 

значення, тобто похідна є також функцією  x . 
Крім позначення  )( xf   використовуються і інші позначення похідної, 

наприклад:    )(xy ;   y ;   
x

y ;    
dx

dy
;    

dx

df
.  

 

Значення похідної, набуте при ax , позначається )(af  ,  або  
ax

y


 .  

Дія знаходження похідної від функції )( xf  називається 

диференціюванням цієї функції.  
 
Задача 1. Використовуючи означення похідної, знайти похідну функції 

32  xy .  

Розв’язування.      32)(  xxf . 

Надамо аргументу  x   приріст  x  і знайдемо відповідний приріст 

функції.   xxxxxfxxfxf  2)32(3)(2)()()( . 
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Тоді за означенням похідної    2
2

lim
)(

lim)(
00








 x

x

x

xf
xf

xx
. 

 

Самостійно:   Знайти похідну функції 12  xy , використовуючи 
означення похідної.  

Відповідь:  xxy 2)(  . 

 
2. ЗНАХОДЖЕННЯ ПОХІДНОЇ 

 
Знаходження похідної за означенням є досить об’ємним процесом. Значно 

простіше знаходити похідну, використовуючи таблицю похідних та правила 
диференціювання (одержані із означення похідної), які дають чіткий алгоритм 
знаходження похідної тієї чи іншої функції. 

 
ОСНОВНІ  ПРАВИЛА  ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ 

 
Нехай  c    стала величина, а  )( xuu    і   )( xvv    функції, які 

мають похідні в точці x . Тоді: 
 

1.    )()( xfcxfc  ;     (сталий множник виноситься за знак похідної) 
 
2.  vuvu  )( ;      (похідна алгебраїчної суми дорівнює 

алгебраїчній сумі похідних) 
 

3.  vuvuvu  )( ;    (похідна добутку) 
 

4.  
2v

vuvu
v

u 










;       (похідна частки) 

зокрема:  
c

u
u

cc

u 








 








 1

; 

 

5.    )(')(''))(( xuufxuf  ;   (похідна складеної функції дорівнює  

похідній зовнішньої функції  
помноженій на похідну внутрішньої  
функції). 

 
 
 
 



 68

ТАБЛИЦЯ  ПОХІДНИХ 
 

1.  0c ; 

2.    1
 nn xnx ,                         зокрема:  1x ;    

x
x

2

1
)(  ; 

3.    aaxa x ln


,                        зокрема  
xx ee )( ,    )71,2( e ; 

4  
ax

xa ln

1
)(log  ,                          зокрема   

x
x

1
)(ln  ; 

 

5.  xx cos)'sin(  ;  
 

6.  xx sin)'cos(  ;  

7.  
x

x
2cos

1
)tg(  ;  

8.  
x

x
2sin

1
)ctg(  ; 

9.  21

1
)(arcsin

x
x


 ; 

10.  21

1
)(arccos

x
x




 ; 

11.  
21

1
)arctg(

x
x


 ; 

12.  
21

1
)arcctg(

x
x




 . 

 

Задача 2.  Знайти похідну.  
 

№1. 543 2  xxy .  
Розв’язування.  

 )543( 2 xxy      (скористаємось правилом 1) 

 )5()4()3( 2 xx         (використаємо правило 2) 

 )5()(4)(3 2 xx       (тепер можна скористатись табличними формулою  
2 при знаходженні похідної першого та другого  
доданків, та формулою 1 для третього доданку) 

460423 1112   xxx .  
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№ 2.   8
35

3


xx
y .  

 

Розв’язування. 


































 8

1
3

1
58

35
33 xxxx

y   

(В першому та другому доданках перенесемо ""x  в чисельник:   n
n

a
a


1

.)  

24111313 315)1(3)3(58)(3)(5   xxxxxx . 
 

При знаходженні похідної використовувались правила  1, 2  та табличні  
формули  1, 2.  

 

№ 3.   43 2 254 xxxy  .  
 

Розв’язування. 

        








 43 243 2 254254 xxxxxxy   

(Запишемо корені у вигляді степеня: nn xx
1

 ;  n
k

n k xx  ;  2
1

xx  ; 

2
k

k xx  .  Тоді можна буде скористатися табличною формулою 2.)  
 






















































 1
4
11

3
21

2
1

4
1

3
2

2
1

4

1
2

3

2
5

2

1
4254 xxxxxx

 

4
3

3
1

2
1

2

1

3

10
2


 xxx

4 33
2

1

3

102

xxx
 .  

 

№4. 
6

3 53 21
64

xx
xxy  . 

Розв’язування. 
 

Запишемо дану функцію у вигляді зручному для використання табличної 
формули 2. 

     62
1

3
5

3 264 
 xxxxy .  
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Тоді   
     


)(2)()(6)(4 62

1
3

5
3 xxxxy   

   
  1612

113
5

13 )6(2
2
1

3
5

634 xxxx  

    72
3

3
2

2 125,0512 


 xxxx . 
 

 

Самостійно.  

№1   Знайти )(xy :                                         Відповіді:  

1)   134 23  xxxy ;                       1)   383 2  xxy ;  
 

2)   
xxx

y
3

745
24  ;                       2)   

23

7820
35 xxx

y 


 ; 

 

3)   5 23

2

5
4 xxy  ;                      3)   5

3

6
 xxy ;  

 

4)   
73 3

85
4 xx

y  ;                       4)   
93 7 3

28

3

20

xx
y 


 ; 

 

5)   x
x

xy 
4

5 4
;                         5)   

xx
xy

2

116
5

5
4  ;  

 

6)  4
6

2
2

3 2

5
4 

x

x
xy ;              6)   

3 5

4

4 3

4

2

5

2

1

x

x

x
y  . 

 
 

№ 5.   xxxy 4tg2sin3  .   
 

Розв’язування. 

  


 xxxxxy x 4)tg(2)(sin3)4tg2sin3(  

 
(тепер скористаємось табличними інтегралами  5, 7, 3 ) 
 

 4ln4
cos

1
2cos3

2
 x

x
x . 
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№ 6.   2arccos5log7 2  xxy .  
 

Розв’язування. 
 

 2)(arccos5)(log7)2arccos5log7( 22 xxxxy   

 

(скористаємось табличними інтегралами  4, 10, 1 ) 
 

22 1

5

2ln

7
0

1

1
5

2ln

1
7

xxxx 





 .  

 
Самостійно. 
 

№2.  Знайти )(xy :                                            Відповіді:  

1)   1ln3cos2  xxy ;                        1)   
x

xy
3

sin2  ;  

2)   x
x

y arcctg2
3

ctg
 ;                         2)   

22 1

2

sin3

1

xx
y





 ; 

3)  xx
y 2

5

arcsin3
 .                              3)   2ln2

15

3
2

x

x
y 


 . 

 

№ 7.   xxy cos)1( 2  . 
 

Розв’язування. 
 

Остання дія при обчисленні значень цієї функції – множення. Тому 
використовуємо правило похідної добутку:   vuvuuv )( . 

  


 )(cos)1(cos)1(cos)1( 222 xxxxxxy  

xxxx sin)1(cos2 2  . 
 

№ 8.   
x

x
xy 5

1









 .  

 

Розв’язування. 
 

Для знаходження похідної даної функції скористаємось правилом 
диференціювання добутку. 

  








































 xxx

x
x

x
x

x
xy 5

1
5

1
5

1
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  5ln5
1

5
1

15ln5
1

5)(1
2

1 

























  xxxx

x
x

xx
xx . 

 

№ 9.   
1

32





x

x
y .  

 

Розв’язування. 
 

Тут остання дія ділення.  Тому використовуємо правило  4: 

2v

vuvu

v

u 












.  




















2)1(

)1()32()1()32(

1

32

x

xxxx

x

x
y   

 

     
222 )1(

1

)1(

3233

)1(

1)32()1(3













xx

xx

x

xx
.  

 

№10. 
x

x
y

sin

4
 ;  

 

Розв’язування. 
 

Для знаходження похідної даної функції скористаємось правилом 
диференціювання частки . 

x

xxxx

x

xxxx
x

xy
2

4(

sin

cossin

)sin(

)(sinsin)
'

sin

43

2

444  












.  

 

№11.  
5

tgx
y   . 

Розв’язування. 
 

Оскільки в знаменнику число, то при знаходженні похідної цієї функції 
винесемо сталий множник за знак похідної. 

x
xtg

xtg
y

2cos5

1
)(

5

1
5









  .  
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Самостійно. 
 

№3.   Знайти )(xy :                                  Відповіді:  
 

1)     xy x arcsin22  ;                    1)  
21

22
arcsin2ln2

x
xy

x
x




 ; 

2)   xxy lg3 ;                                   2)  









10ln

1

3

lg1
3 2

x

x
y ;  

 

3)   
45

73





x

x
y ;                                    3)  

  2

23

45

351210





x

xx
y ;  

 

4)   
9

2
2 


x

y ;                                    4)   2
9

4
2 




x

x
y ;  

5)   
x

x
y

cos

1tg 
 ;                                 5)  

x

xxx
y 3

2

cos

cossinsin1 
 ; 

 

6)   
x

x
y

ln1 ;                                6)   
2

2ln

x

x
y

 ;  

 

7)   
3

sin xx
y  ;                                    7)  

3

cossin xxx
y


  . 

 
№ 12.   xy 3sin .  
 

Розв’язування. 
 

Дана функція є складеною, оскільки аргумент у синуса не ""x , а  функція –
"3" x .  Отже, використовуємо правило  5. uuu  cos)(sin ,   де   xu 3 .  

 

Маємо:   )3(cos3)3()3(cos)3(sin xxxxy  .  
 

№ 13.   xy 2sin .  
 

Розв’язування. 
 

Функція складена. Тепер зовнішня функція – піднесення до квадрата .  

Тоді  uuu  2)( 2 ,  де  xu sin .  

  xxxxxxy 2sincossin2)(sinsin2sin2 


 .  
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№ 14.  )23(ln 2xxy  . 
 

Розв’язування. 

Складена функція:   uy ln ,   де   223 xxu  ;  

Скористаємось правилом 5:    u
u

uy 
1

)(ln .   Отже,  

 
2

2
2

2

23

22
)23(

23

1
)23(ln

xx

x
xx

xx
xxy










 . 

 

№ 15.   53  xy .  
 

Розв’язування. 

Тут:   uy  ,  де  53  xu .       u
u

y 
2

1
.  

 
532

3
)53(

532

1
53









x

x
x

xy .  

 

№ 16.   
x

x

y
2cos3

2
sin


 . 

 

Розв’язування. 
 

Остання дія при обчисленні значення функції – ділення. Згідно правилу 3 
 

 





































22

22

2
cos3

)cos3(
2

sin)cos3(
2

sin

cos3

2
sin

x

xxxx

x

x

y   

 

(при знаходженні похідних функцій  
2

sin x , x2cos   використовуємо правило 5) 

 















22

2

cos3

))(coscos2(
2

sin)cos3(
22

cos

x

xxxxxx
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 







22

2

cos3

)sin(cos2
2

sin)cos3(
2
1

2
cos

x

xxxxx

  

 

 22

2

cos3

2sin
2

sin)cos3(
2

cos
2
1

x

xxxx




  . 

 
 
 

Самостійно. 
 
Знайти )(xy :                                        Відповіді:  
 

1)   6)52( xy  ;                               1)   5)52(30 xy  ; 
 

2)   
23 )5(

1

xx
y


 ;                           2)   

3

2

)5(

610
3 xx

x
y




 ; 

 

3)   3 12 2  xxy ;                      3)   
3 22 )12(3

22






xx

x
y ;  

 

4)   
32

73 2





x

x
y ;                             4)   

 3

2

32

7189






x

xx
y ;  

 

5)   
3

2
cos3 x

xy  ;                           5)  
3

2
sin

3

2

3

2
cos3 32 x

x
x

xy  : 

 

6)   
32 )3(

1

xx
y


 ;                            6)  

42 )3(

69

xx

x
y




 ; 

 

7)  
x

ey x 1
tg3  :                                7)  


















x
xx

ey x

1cos

11
tg3

22
3 . 
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3. ГЕОМЕТРИЧНИЙ  ЗМІСТ  ПОХІДНОЇ 
 

 

На кривій )(xfy  , що 
зображена на рисунку, візьмемо точки 
A  та  B   і проведемо січну AB . 
Якщо точку B  наближати вздовж 
лінії до точки A , то сіяна AB  
повертається навколо точки A  до 
певного граничного положення  AD .  
Очевидно пряма AD  є дотичною до 
лінії в точці A . 

 
 
 






 x

y
xy

x 0
lim)( 0                   






 




  BACtg:з
АС

ВС

x

y
ABC  

 

     


)BACtg(lim
0x

 )BAClim(tg
0


x
 tgDACtg  . 

 
Похідна функції  )(xfy  , обчислена в точці  0x  чисельно дорівнює 

тангенсу кута, який утворює дотична, проведена до графіка функції  
)(xfy   в точці з абсцисою  0x ,  з додатною віссю  Ox :  

 

tg)( 0  xy .                                                                  (3) 

 
Зауваження.  Кут між дотичною і віссю Ox  визначається як поворот від 

додатної півосі Ox  до дотичної проти годинникової стрілки. 
 

Задача 1.  До кривої 
x

y 2
  проведено дотичну в точці з абсцисою  

2
0
x . Знайти кут нахилу цієї дотичної до додатної півосі Ox . 

 

Розв’язування.   
 

З геометричного змісту похідної випливає, що кутовий коефіцієнт 
дотичної до графіка функції )(xfy   в точці з абсцисою  

0
x   дорівнює 

значенню похідної )(
0

xf  , тобто,  )(
0

xfk  .  

2

1 2
2)(

x
xxf 


 







 
,   тоді  1)2(  fk .  
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Отже,  1tg  ,  звідки    45 .  

Відповідь:  Кут нахилу цієї дотичної до додатної півосі Ox  дорівнює 45 . 
 

Задача 2.   Знайти точку параболи  2xy  ,  в якій дотична нахилена до  

додатної півосі абсцис під кутом  135 .  
Розв’язування.  
 

За геометричним змістом похідної 00 2)( xxfk  . За умовою 

1135tg  k . Тоді маємо 12 0 x ,   5,00 x ,   

25,0)5,0( 2
0

y . 
 

Відповідь:  )25,0;5,0( .  

 

Задача 3.  Знайти точку графіка функції 21 xy  , дотична в якій  

паралельна прямій 32  xy .  
Розв’язування. 
 

З умови паралельності прямих випливає, що кутовий коефіцієнт шуканої  
дотичної 2k .  Але 

00
2)( xxfk   (геометричний зміст похідної). 

З рівності  22
0
 x   знаходимо  1

0
x .  Тоді  0)1(1 2

0
y .  

 

Відповідь:  )0;1( .  

 

Задача 4.   Під яким кутом перетинається функція 23 3xxy    з віссю  
абсцис в кожній точці перетину. 

Розв’язування.  
 

Кутом перетину ліній  )( 1l   і  )( 2l  називається кут між дотичними до цих 
ліній проведених в точці їх перетину. 

Знайдемо точки перетину даної функції з віссю Ox . 

03 23  xx ,         0)3(2 xx ,           .3,0 21  xx  

Скористаємось геометричним змістом похідної:  )(tg 0xy . 

 )(xy xxxx 63)3( 223  . 
 

)0;0(1M :    0)0()( 1  yxy .   Маємо    01 tg ,      01  . 
 

)0;3(2M :    93633)3()( 2
2  yxy     92 tg ,   92 arctg . 
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Відповідь:   

В точці )0;0(1M  функція перетинається з віссю Ox  під кутом 00   

( )0;0(1M  ‒ точка дотику). 

Кут перетину даної функції з віссю  Ox  в точці )0;3(2M  92 arctg . 
 

Самостійно. 

№1.  Знайти кут нахилу дотичної, проведеної до графіка функції 
4

4 2xx
y


   в  

 точці )0;0(O . 
№2.  Під  яким  кутом  перетинається  з  осями  координат  функція  

 2)1(5,0  xy ? 
 

Відповіді:    №1.  
045 .  

№2.   в точці перетину з віссю Ox : ,00 090 ; 

в точці перетину з віссю Oy : ,1350 045 . 
 
 
 
 

4. РІВНЯННЯ ДОТИЧНОЇ ТА НОРМАЛІ ДО ГРАФІКА ФУНКЦІЇ )(xfy   В 

ТОЧЦІ  );( 000 yxM . 

 
 
 
 
 
        Шукатимемо рівняння 

дотичної у вигляді прямої з заданим 
кутовим коефіцієнтом :  

bxky  ,          (4) 

де  tgk  – геометричний зміст 
кутового коефіцієнта. 

Оскільки  tg)( 0  xf  – 

геометричний зміст похідної,то маємо:  

)(tg 0xfk   . 

Підставимо вираз для  ""k  в рівняння (4):  bxxfy  )( 0   

Оскільки шукана дотична проходить через точку );( 000 yxM , то координати 

цієї точки задовольняють рівняння прямої:  bxxfy  000 )( ,  звідки 
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000 )( xxfyb  .  Одержимо 0000 )()( xxfyxxfy  .  Тоді шукане 

рівняння дотичної до графіка функції )(xfy   в точці );( 000 yxM  має вигляд  

 
)()( 000 xxxfyy  .                                                (5) 

 
Означення. Нормаллю до кривої  )(xfy   в точці  );( 000 yxM  

називається пряма, що проходить через точку  );( 000 yxM  перпендикулярно 

дотичній, проведеній до графіка функції в цій точці.  

Тоді    1нд  kk ,         
)(

11

0д
н xfk

k


 .  

Отже, рівняння нормалі до функції  )(xfy   в точці  );( 000 yxM  має 

вигляд  

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy 


 .                                   (6) 

 
 
 
Задача 5.   Записати рівняння дотичної та нормалі до графіка функції  
 xfy   в заданій точці );( 000 yxM . 

 

Приклад  № 1.    xxxf 5)( 3  ,     2;20 M .  
 

Розв’язування.  
 

Рівняння дотичної задано формулою (5), а нормалі формулою (6).  У нас  
20 x ,   20 y .  Потрібно знайти  )( 0xf  .  

  535)( 23 


 xxxxf ;    7523)2()( 2
0  fxf .  

 

Підставивши  20 x ,   20 y  та знайдене значення 7)( 0  xf  у 

формулу (5),  одержимо рівняння дотичної:  )2(72  xy ,  звідки 

167  xy .  Рівняння нормалі згідно (6) буде таким:   )2(
7

1
2  xy ,  

звідки   0127  yx .  
 

Відповідь:   167  xy   –  рівняння дотичної,  
0127  yx  –  рівняння нормалі. 
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Приклад  № 2.            
x

y
1

     в точці,  де  
2

1
0 x .  

Розв’язування.  
 

Щоб скористатись рівняннями (5) та (6), знайдемо 0y  та )( 0xf  .  

)( 00 xfy  ,           2
2

1
:10 






y ;  

2

11
)(

xx
xf














 ;               4

2

1

11
)( 22

0
0 















x
xf .  

Згідно (5):  





 

2

1
42 xy ,  або   44  xy   – рівняння дотичної 

Скористаємось рівнянням (6):   





 

2

1

4

1
2 xy ,        

8

1

4

1
2  xy ,          01582  уx –  рівняння нормалі.  

 

Відповідь:     44  xy  –  рівняння дотичної;   
01582  уx  –  рівняння нормалі.  

 

Приклад № 3.          
x

xy
22  ;     10 x . 

Розв’язування.  
 

Рівняння дотичної задано формулою (5), а нормалі формулою (6). 
Знайдемо спочатку   0y  та )( 0xf  . 

У нас  10 x ,  тоді   3
1

2
12

0 y .   

2

2
2)(

x
xxf  ;      0

1

2
12)1()( 20  fxf . 

Маємо:  3y   –  рівняння дотичної, тобто дотична паралельна осі абсцис. 

Оскільки   0)( 0  xf , то рівнянням (6) скористатись неможливо. 

Тоді запишемо рівняння нормалі, як прямої, що проходить через точку )3;1(  
перпендикулярно осі  Ox :   1x . 

 
Відповідь:   3y –  рівняння дотичної;   

1x –  рівняння нормалі.  
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Приклад № 4.  2, 0  yxy . 
 

Розв’язування.  
 

Щоб скористатись формулами (5) та (6), потрібно знайти  0x  та )( 0xf  . 

 Оскільки ,xy          
2yx  .  Якщо 20 y ,  то   422

0 x .   

 
x

xxf
2

1
)( 


 .    

4

1

42

1
)( 0  xf . 

Рівняння дотичної: )4(
4

1
2  xy ,   4)2(4  xy ,     044  yx . 

Рівняння нормалі:  )4(42  xy ,       0184  yx .  
 

Відповідь:     044  yx –  рівняння дотичної;   
0184  yx  –  рівняння нормалі.  

 
 

Самостійно:  Записати рівняння дотичної та нормалі до графіка функції  

 xfy   в заданій точці:   1)  22 xxy     в точці )3;1(  ;  

2)  84 24  xxy   в точці де  10 x ;  

3)  13  xy   в точці де  70 y . 

Відповіді:  
1) 14  xy  – рівняння дотичної,  0134  yx  – рівняння нормалі;  
2) 94  xy  – рівняння дотичної,  0194  yx  – рівняння нормалі; 
3) 1512  xy  – рівняння дотичної,  08612  yx  – рівняння нормалі. 
 

 

Приклад № 5.  Записати рівняння дотичної до лінії  652  xxy   в 
точках її перетину з осями  координат.  

 
Розв’язування.  
 

Знайдемо точки перетину графіка функції з осями координат  

Ox :   
























)0;3(

)0;2(
;

3;2

065
;

65

0

2

1

11

2

2 M

M

xx

xx

xxy

y
,  

 
Oy : 0x        6y ;       )6;0(3M .  

 
Рівняння дотичної має вигляд:   )()( 000 xxxfyy  .  

52)65()( 2  xxxxf ; 
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:)0;2(1M    20 x ;    00 y ;   1)2()( 0  fxf ,  

    )2(  xy ,          2 xy  – рівняння дотичної в точці  1M   
 

:)0;3(2M    30 x ;    00 y ;    1)3()( 0  fxf ,  

    3 xy  – рівняння дотичної в точці  2M .  
 

:)6;0(3M    00 x ;   60 y ;   5)0()( 0  fxf ,  

    xy 56  – рівняння дотичної в точці  3M .  

 

Самостійно.  Записати рівняння дотичної до лінії  342  xxy    в 
точках її перетину з осями  координат.  

 
Відповідь:         22  xy ;   62  xy ;   34  xy . 

 
 
Приклад № 6. Записати рівняння горизонтальних дотичних до графіка 

функції  xx eey  .  
 
Розв’язування.  
 

Горизонтальна пряма паралельна осі  Ox , отже  0k , а рівняння 

дотичної буле таким: 0yy  .  

Кутовий коефіцієнт дотичної, проведеної до графіка функції в точці з 
абсцисою  0x  чисельно дорівнює  )( 0xf  . Отже, абсцису точки, в якій дотична 

паралельна осі абсцис, знайдемо, використовуючи те, що  0)( 0  xf .  

xx eexf  )( ;        00)( 0
xx eexf  ,         000  xx ee ; 

Розв’яжемо це рівняння.   0)1( 00 2  xx ee  ,          0102 xe ,      

102 xe  ,     00 x .    Тоді    2)0()( 00
00  eefxfy .  

Рівняння дотичної:   2y .  
 

Відповідь:    2y .  
 
Самостійно:  Записати рівняння горизонтальних дотичних до графіка 

заданих функцій:       1)  3)4(  xxy ;       2)  xxy  cos2 .  

Відповідь:     1) 0y ,   27y ;           2) 
6

3


y .  
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5.  ПОХІДНІ  ВИЩИХ  ПОРЯДКІВ 
 
Означення.  Похідною другого порядку або другою похідною називається 

похідна від похідної першого порядку. Позначення:  y  ,  )( y , )( xf  .  

 

Приклад  №1.   Знайти похідну другого порядку функції   xxy ln4  .  

Розв’язування.      Маємо:  
x

xy
1

4 3  ,  

  2
23 1

12
1

4)(
x

x
x

xyy 


 .  

 
Означення:     Похідною  гоn    порядку називається похідна від 

похідної )1( n  – го порядку.  Позначення:   








  )()1()()( xnfxnf .  

З означення випливає метод обчислення. 
 

Приклад  №2.   Знайти похідну 4-го порядку функції  xy 2sin :  

Розв’язування.  
 

xxxy 2sincossin2  , 
 

xxy 2cos2)2sin(  ,  
 

xxy 2sin4)2cos2(  ,  
 

xxy 2cos8)2sin4()4(  .  

 
Самостійно:     Знайти похідну вказаного порядку:  

1)  xy 4cos ,     ?у                             2) xexy  3 ,    ?y   
 

Відповідь: 

1)  xy 4cos16 ;           2) )6189( 23  xxxey x . 
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6.  ЗАСТОСУВАННЯ  ПОХІДНОЇ  ФУНКЦІЇ  ОДНІЄЇ  ЗМІННОЇ  ПРИ  
ДОСЛІДЖЕННІ  ФУНКЦІЙ 
 
 

Монотонні функції 
 

Означення.  Нехай функція  )(xfy    задана на відрізку  ];[ ba .  Якщо 

для кожної пари точок  1x , 2x   з  ];[ ba   при   12 xx   виконується нерівність  

)()( 12 xfxf  ,  то функція  )(xf  називається зростаючою на ];[ ba .  
 

Означення. Функція  )(xf  називається спадною на цьому відрізку, якщо 

при  12 xx   виконується нерівність  )()( 12 xfxf  .  

 

     
 

12 xx         )()( 12 xfxf                  12 xx         )()( 12 xfxf    

)(xf  зростає на  ];[ ba                                      )(xf  спадає на  ];[ ba .  
 
Означення. Зростаючі і спадні функції називаються монотонними.  
 

Теорема  (достатня умова монотонності функції).  
Нехай функція  )(xfy   неперервна на відрізку ];[ ba  і диференційовна  

в інтервалі );( ba . Тоді:  

а) якщо 0)(  xf   на  );( ba , то )(xf  зростає на  ];[ ba ; 

б) якщо 0)(  xf   на  );( ba , то )(xf  спадає на  ];[ ba .  
 
Екстремуми функції  
Означення. Точка  0x  називається точкою максимуму (мінімуму) функції  

)(xfy  , якщо в цій точці функція приймає найбільше (найменше) значення в 
порівнянні зі значеннями функції з деякого околу цієї точки.  
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Означення.  Точки максимуму і мінімуму називаються точками 
екстремуму функції.  

 

 
На рисунку 1x , 3x  – точки максимумів (max);  2x , 4x  – точки мінімумів (min). 

 
Теорема Ферма  (необхідна умова екстремуму).  

Якщо функція  )(xfy   має екстремум в точці  0x  і похідна в цій точці 

існує, то вона дорівнює нулю (тобто  0)( 0  xf ).  

 

 
 
На рисунку  1x , 3x  – точки максимумів;  2x , 5x  – точки мінімумів . 

0)()()()( 4321  xyxyxyxy ,   )( 5xy  не існує.  

4x  не є точкою екстремуму. 
 

Означення.  Точки, в яких  похідна дорівнює нулю, або похідна не існує 
( 0y , або  y  не існує), називаються критичними точками.  

 

На рисунку  54321 ,,,, xxxxx  –  критичні точки. 
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Теорема  (достатня умова екстремуму).  
Нехай функція  )(xf   диференційовна в деякому околі критичної  

точки  0x , крім, можливо, самої точки 0x  і неперервна в точці 0x . 

Якщо при переході через точку  0x  похідна  )(xf   змінює свій  

знак, то точка 0x  є точкою екстремуму цієї функції. При цьому, 

якщо знак змінюється з  ""  на  "" , то це точка мінімуму,  
 а якщо з  ""  на  "" , то це точка  максимуму.  
 

На  попередньому рисунку   1x ,  3x  – точки максимумів,  

2x ,  5x  – точки мінімумів,  

точка  4x  не є точкою екстремуму.  

 
 

Задача .  Знайти проміжки зростання, спадання та точки екстремуму 
функції    )(xfy  .  

 

Метод  розв’язання: 
 

1)  Знайти область визначення функції;  
2)  Знайти похідну y ;  
3)  Знайти критичні точки (тобто точки в яких  0y , або  y  не існує);  
4)  Визначити знаки похідної на проміжках, на які область визначення  

функції розбивають її критичні точки;  
5)  Зробити висновки, використовуючи достатні умови.  
 
Приклади.  
 

№ 1.  Знайти проміжки спадання функції     xxxy  23 5,22 . 
 

Розв’язування.  
 

1)   )(yD :      );( x .  

2)   156 2  xxy .  
 
3)   Знайдемо критичні  точки. 

0y ,                   або                     y  не існує  
0156 2  xx ,                                            x  Ø,  

492425 D ,  

1
12

75
1 


x ,           

6

1

12

75
2 


x .  
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4)   Знаки  y :  

 
 

5)   Відповідь:   Функція спадає  при  ]
6

1
;1[x .  

 

№ 2.   Знайти проміжки зростання функції   
x

xy
22  .  

Розв’язування.  
 
 

1)   )(yD :   0x ,       )0;( x  );0(  .  
 

2)   












 









 

2

333
2 )2()2(22

x

xxxx

x

x

x
xy   

 

2

3

2

33

2

32 )1(2231)2(3

x

x

x

xx

x

xxx 






 .  

 
3)   0y ,                                    або                                y  не існує:  

013 x ,       1x .                                                    0x .  
 
4)   Знаки  y :  

 
 
5)   Відповідь:   Функція зростає при  0;1x  і при   ;0x .  

№ 3.   Знайти точки екстремуму функції   
x

e
y

x






3

3

.  

Розв’язування.  
 

1)   )(yD :   3x .  
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2)   
 










2)3(

)3()3( 33

x

xexe
y

xx

  

 

2)3(

)1()3()1( 33

x

exe xx







2)3(

)2(3

x

xe x







;  

 
3)   0y ,                                    або                                y  не існує  
 

02 x  ,       2x  ,                                     03  x ,       3x . 
 
4)   Знаки  y :  

 

  
 
5)   Відповідь:   2x  – точка мінімуму . 
 
 
№ 4.   Знайти проміжки зростання, спадання та точки екстремуму функції :  

а) 32
2

1

3

1 23  xxxy ;                 б)    2)1(

4




x

x
y . 

 
Розв’язування.  
 

№ 4(а).   32
2

1

3

1 23  xxxy .  

 

1)   )(yD  );(  .  
 

2)  22  xxy .  
 

3)  Критичні  точки: 
0y ,                      або                     y  не існує 

 

022  xx ;                                           x  Ø  
 

.2,1 21  xx   
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4)   Знаки  y :  
 

 
 
5)   Відповідь:   Функція зростає при   2;1x , спадає при  

]1;( x  і при  );1[ x ;   1x  – точка мінімуму,  
2x  – точка максимуму.  
 

№ 4(б).    
2)1(

4




x

x
y . 

 
Розв’язування.  
 

1)   )(yD :   01 x        )1;( x  );1(  .  

2)   
 




















 4

22

2 )1(

)1()1(
4

)1(
4

x

xxxx

x

x
y   

 

4

2

)1(

)1(2)1(
4





x

xxx
34 )1(

1
4

)1(

)21()1(
4










x

x

x

xxx
;  

 

3)   Критичні  точки:         0y ,                   або                     y  не існує:  
 

01  x ,                                            01 x ,  
 

1x ;                                                  1x .  

4)   Знаки  y :  
 

 
 
1x   не є точкою екстремуму, оскільки  )(1 yDx  . 

 
5)   Відповідь:   Функція зростає при  ]1;1(x , спадає при  )1;( x  

і при  );1[ x ;   1x  – точка максимуму.  
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№ 5.   Знайти проміжки зростання, спадання та точки екстремуму функції    

xxy 22  . 

 
Розв’язування.  
 

1)   )(yD :   022  xx .       022  xx ,       2,0  xx ; 

          );0[]2;( x . 
 

2)  
xx

x

xx

x
xx

xx
y

2

1

22

22
)2(

22

1
22

2

2 










 . 

 

3)   Критичні  точки.       0y ,              або                y  не існує:  
01 x ,                                 022  xx ,  

1x ;                                  2,0  xx .  

4)   Знаки  y :  

 
5)   Відповідь:   Функція зростає на );0(  , спадає при  )2;( x . 

Точок екстремуму не існує.  
 
Самостійно:  
 

Знайти проміжки зростання, спадання та точки екстремуму функцій: 
 

1)  23 32 xxy  ;                      2)    22 )3(5  xxy ;  
 

3)  
3

122





x

xx
y ;                  4)  

2)2( 


x

x
y . 

Відповіді: 
 

1) 1x  –  min,   0x  –  max;   проміжки зростання:  ]0;(  ,   

);1[  ;  проміжок спадання:   1;0 . 
 

2) 5,3  xx  –  точки мінімуму,   1x  –  точки максимуму.  

Функція зростає при   1;3x   і  при  );5[ x ,  спадає при  

]3;( x  і при  ]5;1[x .  
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3) 1x  – точка мінімуму,   5x  – точка максимуму;  проміжки 

зростання:  ]5;(  ,   );1[  ;  проміжки спадання:   )3;5[  , 

]1;3(  . 
 

4)  2x  – точка максимуму,    2;2  – проміжок зростання,  проміжки 

спадання:   2;  ,   );2[  . 
 
 
7.  Найбільше та найменше значення функції на відрізку 
 
Розв’язок багатьох прикладних задач зводиться до знаходження 

найбільшого та найменшого значень неперервної на відрізку функції.  
 
Теорема Вейерштрасса  

Неперервна на відрізку ];[ ba   функція  )(xfy   набуває на  
цьому відрізку найбільшого та найменшого значень.  

 
У випадку, коли  )(xf  неперервна на ];[ ba  і має на цьому відрізку певне 

число критичних точок, можна вказати правило знаходження найбільшого та 
найменшого її значень.  

 
Щоб знайти найбільше та найменше значення неперервної на  ];[ ba   

функції  )(xf ,  потрібно:  

1)  Перевірити, що )(xf  неперервна на ];[ ba ; 

2)  Знайти )(xf  ; 

3)  Знайти критичні точки, тобто точки, де  0)(  xf , або  )(xf   не існує;  

4)  Обчислити значення функції  )(xfy    в критичних точках, які 

належать  ];[ ba , та на його кінцях;  
5)  Вибрати найбільше та найменше з одержаних значень і записати 

відповідь.  
 
Завдання. Знайти найбільше та найменше значення функції )(xfy   на  

];[ ba .  
Приклади. 

№ 1.   24)( 24  xxxf ,       на  ]1;2[ .  
 
Розв’язування.  
 

1)   RyD )( .   

2)     )2(48424)( 2324 


 xxxxxxxf .  
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3)    0)(  xf ,                     або                   )( xf   не існує  

0)2(4 2 xx ,                                                          Ø.  

2,0 3,21  xx . 

4)   Обчислимо значення функції в критичних точках, які належать відрізку  
]1;2[  та на його кінцях. 

 

 
 

22)2(4)2()2( 24 f ;  

22)2(4)2()2( 24 f ;  

2)0( f ;  

12)1(4)1()1( 24 f .  
 

5) Відповідь:       ,2)0()2()(max
]1;2[




ffxf   

 2)2()(min
]1;2[




fxf .  

 
 

№2.  32 )3()1(  xxy ,    ]4;2[x  . 
 

Розв’язування.  
 

1)   Функція неперервна на  ]4;2[ .  
 

2)  Знайдемо  y .  

    


 3232 )3()1()3()1( xxxxy   

 223 )3(3)1()3()1(2 xxxx   

  )95()3()1()1(3)3(2)3()1( 22  xxxxxxx . 
 

3)  Знайдемо критичні точки.  
0y ,                                                      або                             y  не існує  

0)95()3()1( 2  xxx  ,                                                      Ø . 

11x ,     32 x ,     
5

9
3 x .  

4)  Обчислимо значення функції в критичних точках, які належать відрізку  
]4;2[  та на його кінцях. 
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1)32()12()2( 32 f   –  найменше ;  

0)33()13()3( 32 f ;  

913)34()14()4( 3232 f   –  найбільше .  
 

5)  Відповідь:  9)4()(max
]4;2[

 fxf ,          1)2()(min
]4;2[

 fxf .  

 
Самостійно. 
 

Знайти найбільше та найменше значення функції )(xfy   на  ];[ ba : 
  

1)  xxxf 3)( 2  ,    ]1;2[ ;            2) xxxf 3)( 3  ,    ]2;2[ ; 
 

3)  
x

xxf
2

)(  ,    ]4;1[ ;             4) 225)( xxf  ,    ]4;3[ . 

 
Відповідь: 1) 4)1()(max

]1;2[



fxf ,    25,2)5,1()(min

]1;2[



fxf ; 

2) 2)2()1()(max
]2;2[




ffxf ,    2)1()2()(min
]1;2[




ffxf ; 

3) 3)4()(max
]4;1[

 fxf ,    1)1()(min
]4;1[

 fxf ; 

4) 5)0()(max
]4;3[




fxf ,    3)4()(min
]4;3[




fxf . 

 
 
 
8.  Застосування похідної 2-го порядку  
 
Опуклість, вгнутість і точки перегину графіка функції  
 
Нехай функція  )(xfy   є диференційовною в інтервалі  );( ba .  Тоді її 

графік має дотичну в кожній своїй точці  ))(;( xfxM ,  );( bax .  
 

Означення.  
 1. Графік функції  )(xfy   називається опуклим на інтервалі  );( ba , 

якщо він розташований не вище будь-якої своєї дотичної на цьому інтервалі.  
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 2.  Графік функції  )(xfy   називається вгнутим на інтервалі  );( ba , 
якщо він розташований не нижче будь-якої своєї дотичної на цьому інтервалі.  

 

  
 

Теорема.  Якщо функція  )(xfy   двічі диференційовна в інтервалі  

);( ba   і 0)(  xf   0)(  xf  в кожній точці  );( ba ,  

то графік функції )(xfy   опуклий (вгнутий) на );( ba .  
 

Означення.  Точкою перегину називається така точка графіка функції, яка 
відокремлює його опуклу частину від вгнутої (на рис. точка С), якщо в цій 
точці графік функції має дотичну.  

 

В точці перегину дотична перетинає графік функції, тому що з одного боку 
цієї точки графік лежить нижче, а з другого – вище дотичної.  

 
Теорема. (необхідна умова точки перегину)  

Якщо графік диференційовної функції  )(xf  має точку перегину  

))(;( 000 xfxM , і друга похідна  )(xf   в цій точці існує, то вона  

дорівнює нулю.  
 
Означення.  Точки, в яких друга похідна  )(xf   дорівнює нулю, або не 

існує, називають   критичними точками II-го роду функції  )(xf .  
 

Отже, якщо  0x – абсциса точки перегину графіка функції  )(xf , то  0x  є 

критичною точкою II-го роду цієї функції. Але не всяка критична точка II-го 
роду є абсцисою точки перегину. Розглянемо приклади, які це підтверджують. 

№ 1.   Функція  4)( xxf   має другу похідну  212)( xxf  , яка 
дорівнює нулю, при  0x . Але критична точка  0x  не є абсцисою точки 
перегину графіка (див. рис. на якому схематично зображено графік цієї 
функції).  
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№ 2.   23 3)( xxxf  ;    xxxf 63)( 2  ;    66)(  xxf        
1x  – критична точка II-го роду. Ця точка є точкою перегину (графік цієї 

функції теж зображено на рисунку).  
 

 
 
 

Теорема  (достатня умова точки перегину).  
Нехай  0x – критична точка II-го роду функції  )(xf  і  функції )(xf  

двічі диференційовна в деякому околі точки  0x , крім, можливо, 

самої точки  0x . Якщо при переході через точку  0x  похідна другого 

порядку )(xf   змінює знак, то точка ))(;( 000 xfxM  є точкою 

перегину графіка функції  )(xf .  
 
Щоб знайти точки перегину графіка функції, треба знайти критичні точки 

II-го роду і дослідити зміну знака другої похідної при переході через ці точки.  
 

Зазначимо, що в наведеному прикладі №1 друга похідна 212)( xxf  , 
при переході через точку 0x  знак не змінює, а в прикладі №2 

66)(  xxf  при переході через точку 1x  змінює свій знак. 
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Задача.  Знайти проміжки опуклості,  ввігнутості та точки перегину 
функції    )(xfy  .  

 

Метод  розв’язання: 
 

1)  Знайти область визначення функції;  
2)  Знайти похідні y ,  y  ;  

3)  Знайти критичні точки другого роду ( 0y , або  y   не існує);  
4)  Визначити знаки другої похідної на проміжках, на які область  

 визначення функції розбивають її критичні точки другого роду;  
5)  Зробити висновки, використовуючи достатні умови.  
 
Завдання 1.   Знайти точки перегину заданих функцій.  
 

Приклади. 

№ 1.   123 23  xxxy .  

Розв’язування. 
 

1)  :)(yD    Rx ;  

2)  263 2  xxy  ,      66  xy ;  

3)  0y  :    066 x    при   1x  .  

4)  Визначимо знаки y   на проміжках, на які розбивають область визначення 
функції  критичні точки другої похідної: 

 

 
 

При переході через точку 1x  y   змінює  знак.  1)1( y .  
 

5)  Відповідь:  )1;1(  – точка перегину.  
 

№ 2.   
22

4

xx
y


 .  

 

Розв’язування. 
 

1)  :)(yD   02 2 xx  ,            0x ,   2x .  
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2)  222222

2

)2(

)1(8

)2(

)22(4

)2(

)2(40

xx

x

xx

x

xx

xx
y












 .  

 

 






















42

2222

22 )2(

)2()1()2()1(
8

)2(

)1(8

xx

xxxxxx

xx

x
y  

= 42

222

)2(

)22()2(2)1()2(
8

xx

xxxxxx




=  

 

42

22

)2(

))22(2)1(2()2(
8

xx

xxxxxx




   =  

 

32

2

32

22

)2(

463
8

)2(

4842
8

xx

xx

xx

xxxx








 .  

 

3)  0y :    0463 2  xx ;          04836 D ;             0y .  
 

4)  y   не існує в точках, які належать області визначення функції.  

5)  Відповідь:  Точок перегину не існує.  
 
Самостійно.   Знайти точки перегину заданих функцій: 

1) 756 23  xxxy ;    2) 37184 234  xxxxy ;    3) 3

2

x
y  .  

Відповідь:  1)  1;2  ;      2)  17;1  ,   165;3  ;      3) Не існує.  
 
Завдання 2.  Знайти проміжки опуклості, ввігнутості та точки перегину 

графіка функції .  
 
Приклади.  

№ 1.   
4

92





x

x
y .  

Розв’язування. 
 

1)  :)(yD        04 x ,       4x .  

2)  



 2

22

)4(

)4()9()4()9(

x

xxxx
y   
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2

2

2

22

2

2

)4(

98

)4(

982

)4(

1)9()4(2














x

xx

x

xxx

x

xxx
 . 

 

 








4

2222

)4(

)4()98()4()98(

x

xxxxxx
y   





 4

22

)4(

)4(2)98()4()82(

x

xxxxx
  

 

 





 4

22

)4(

)98()4()82(

x

xxxx
  

 

334

22

)4(

14

)4(

72

)4(

)98168()4(2













xxx

xxxxx
.  

 

3)  0y  ,                                         y   не існує   при  4x .  
 

4)  Знаки  y    

 
Відповідь:  Функція ввігнута на  );4(  , опукла при  )4;( x .  

Точок перегину не існує  ))(4( yDx  . 
 

№ 2.  
12 


x

x
y .  

Розв’язування. 
 

1)  :)(yD      Rx .  
 

2)  22

2

22

22

22

22

)1(

1

)1(

21

)1(

)1()1(














x

x

x

xx

x

xxxx
y ;  

 

 






















42

222222

22

2

)1(

)1()1()1()1(

)1(

1

x

xxxx

x

x
y   
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



 42

2222

)1(

2)1(2)1()1(2

x

xxxxx
  

 

32

2

42

222

)1(

)3(2

)1(

)221()1(2










x

xx

x

xxxx
.  

 
3)  0y  ,                                              або                      y   не існує:  

0)3( 2 xx ,                                                                     x  Ø.  

01x ;    032 x  ;       33,2 x . 

4)  Знаки  y  :  

 
 
 

5)  Відповідь:  Функція опукла при  ]3;( x   і  при  ]3;0[x , 

ввігнута при  ]0;3[x   і  при  ];3[ x . Точки з абсцисами  

3x ,  0x ,  3x   є точками перегину графіка функції.  

 
Самостійно.  

Знайти проміжки опуклості, ввігнутості та точки перегину графіка наступних 

функцій:   1) 4126 23  xxxy ;     2) 3 2 xy ;    3) xxy  arctg .  
 

Відповіді:  
1)  Функція опукла при  ]2;( x ,  ввігнута при   );2[ x . Точка  

(2;12)  є точкою перегину графіка функції.  
2)  Функція опукла при  );2( x ,  ввігнута при  )2;( x . 

Точок перегину не існує.  
3) Функція опукла при  );0[ x ,  ввігнута при  ]0;( x . Точка  

(0; 0)  є точкою перегину графіка функції.  
 
 
Теоретичні питання для самоперевірки.  

 

1. Означення похідної. 
2. Правила диференціювання. 
3. Таблиця похідних.  
4. Геометричний зміст похідної. 
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5. Рівняння дотичної та нормалі до графіка функції )(xf  в точці 

);( 000 yxM . 

6. Означення похідних вищих порядків. 
7. Які функції називаються зростаючими , спадними, опуклими, ввігнутими  

на проміжку? 
8.  Які точки називаються точками:  мінімуму, максимуму, екстремуму,  

перегину графіка функції? 
9.  Необхідні і достатні умови екстремуму. 
10.  Необхідні і достатні умови точок перегину графіка функції. 
11.  Схема дослідження графіка функції на зростання, спадання, точки  

екстремуму. 
12.  Схема дослідження графіка функції на опуклість, вгнутість, точки  

перегину. 
13. Як знайти найбільше та найменше значення функції )(xfy    

на відрізку  ba; . 
14. Теорема Вейерштрасса . 
 

 
Завдання 3.   Провести повне дослідження функції та побудувати її графік.  

 

Схема дослідження:  
1)   Знайти область визначення функції;  
2)   Знайти точки перетину графіка функції з осями координат;  
3)   Знайти проміжки зростання, спадання та точки екстремуму функції;  
4)   Знайти проміжки опуклості, ввігнутості та точки перегину графіка  

функції;  
5)   Побудувати графік функції.  
 
Приклади.  

№ 1.   132 23  xxy .  
Розв’язування. 
 

1)   RyD )( ;  
 

2)   Точки перетину графіка функції з осями координат:  
 

З віссю :Ox    0y        0132 23  xx .  

Очевидно, що 1x   задовольняє це рівняння.  Виділимо множник  )1( x .  

 )1()1()1(2)1()1(2122 222223 xxxxxxxxxx

)12()1( 2  xxx .  

Отже,   0)12()1( 2  xxx ,  якщо 01x ,   або    012 2  xx ,  



 101

звідки  
2

1
,1,1 321  xxx . 

 
Знаки  :y   

 
 
З віссю :Oy    0x        1y ,       точка  )1;0(М  .  

 

3)  Знайдемо проміжки зростання, спадання та точки екстремуму графіка 
функції.  

xxy 66 2  ;    0y    при  1,0 21  xx .  

Знаки y :  

 
 

1)0( y ,   )1;0(  – точка максимуму;   0)1( y ,   )0;1(  – точка мінімуму.  

Проміжки зростання :  ]0;(  ,   );1[  ;   проміжок спадання:  ]1;0[ .  
 
4)  Знайдемо проміжки опуклості, ввігнутості та точки перегину графіка 

функції.  

612  xy .   0y        
2

1
x .  

Знаки  :y    

 
 

Функція опукла при  ]5.0;( x  , ввігнута при  );5.0[ x ;  

5.0)5.0( y .      )5.0;5.0(  – точка перегину графіка функції. 
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5) Зведемо результати дослідження в таблицю і побудуємо (схематично) 
графік даної функції.  

 

x   
2
1;  2

1  0;2
1 0  

2
1;0 2

1   1;2
1 1 );1( 

y  – 0           0 + 

y        0  – – – 0   

y  – – – – – 0       

y  
 

1 
max

 
2
1  

переги  

0  

min  

 
 

 
 
 
 

№ 2.   
12

2 2




x

x
y .  

 
Розв’язування. 
 

1)   :)(yD    012 x ,       
2

1
x ;       


















 ;

2

1

2

1
;x .  

2)   Точки перетину графіка функції з осями координат:  
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З віссю :Ox    0y        0x .  
 
З віссю :Oy    0x        0y ,       точка  )0;0(O .  

 

Знаки  )(xy ;  

 
 
3)  Знайдемо проміжки зростання, спадання та точки екстремуму графіка 

функції.  















































2

222

)12(

2)12(2
2

12
2

12

2

x

xxx

x

x

x

x
y

2)12(

)1(
4




x

xx
;  

 
0y  ,                                      або                                      y   не існує  

0)1( xx ,                                                                      012 x  , 

01x ;    12 x  .                                                                
2

1
x .  

Знаки  y :  

 
 
 

2
12

2
)1( 


y ,       )2;1(   – точка максимуму;  

0)0( y ,                                  )0;0(  – точка мінімуму.  

 

4)  Знайдемо проміжки опуклості, ввігнутості та точки перегину графіка 
функції.  


































2

2

2 )12(
4

)12(

)1(
4

x

xx

x

xx
y   
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 








4

22

)12(

)12()()12()(
4

22

x

xxxxxx
  

 







4

22

)12(

2)12(2)()12()12(
4

x

xxxxx
  

 

34

22

)12(

4

)12(

)44144()12(
4








xx

xxxxx
.  

 
0y  ,                         або                          y    не існує  

Ø ;                                                      012 x ,       
2

1
x .  

 
 

Знаки  y  :  

 
 

Точок перегину не існує, оскільки    )(
2

1
yDx  .  

4) Графік функції (схематично).  
 
Зведемо результати дослідження в таблицю, яка допомагає побудувати 

графік.  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

x )1;(   1  )
2

1
;1(

2

1
  )0;

2

1
( 0 );0(   

y    0  – не існує –  0   
y   – – – не існує    +   

y  
 

2  
max  

не існує  
0  
min  
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Самостійно. Провести повне дослідження функції та побудувати її графік.  

1) 23 23  xxy ;     2) 253 35  xxy ;    3) 3xxy  ;   4) 2

1
2

x
xy  .  

 
 
 

9.  Використання поняття похідної в економіці. 
 
Задача про продуктивність праці.  

Нехай функція )(tuu   відображає кількість виробленої продукції u  

 за час t . Необхідно знайти продуктивність праці в момент 0t . 

Розв’язування. 
За проміжок часу від  0t   до  tt 0   кількість виробленої продукції 

зміниться від )( 0tu  до )( 0 ttuuu  . Тоді середня продуктивність праці 

за період t :   
t

u
zсер 


 .  Очевидно, що продуктивність праці в момент 0t  

можна визначити як граничне значення середньої продуктивності за період від 

0t   до  tt 0  при 0t , тобто   )(limlim 0
00

tu
t

u
zz

t
сер

t








. 

Отже, продуктивність праці в момент 0t  дорівнює похідній об’єму 

виробленої продукції по часу, тобто )( 0tu . 
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Розглянемо ще одне поняття, що відображає економічний зміст похідної.  
Витрати на виробництво y  можна розглядати як функцію кількості виробленої 
продукції x . Нехай x  ‒ приріст продукції. Тоді y  ‒ приріст затрат 

виробництва а  
x

y




 ‒ середній приріст затрат виробництва на одиницю 

продукції. Похідна 
x

y
y

x 



 0

lim  виражає граничні витрати виробництва і  

характеризує додаткові витрати на виробництво одиниці додаткової продукції.  
Граничні витрати залежать від кількості продукції x , що виробляється і 

визначається не постійними виробничими затратами, а тільки змінними ( на 
сировину, паливо і тому подібне). 

 
Приклад.  Об’єм продукції u , виробленої бригадою працівників , може  

бути описане рівнянням   50100
2

15

6

5 23  tttu   (од.),  

 81  t , де t  ‒ робочий час в годинах.   Обчислити  
продуктивність праці, швидкість її вимірювання через годину  
від початку роботи і за глитну до її  завершення. 

Розв’язування. 
 
Продуктивність праці виражається похідною  

 )(tuz 







  50100

2

15

6

5 23 ttt 10015
2

5 2  tt  (од/год 2 ). 

Швидкість змінення продуктивності   )(tz 







  10015

2

5 2 tt 155  t . 

В момент часу 11 t  і 72 t  відповідно маємо: 

5,11210015
2

5
)1( z  (од/год.),   

10155))1( z (од/год. 2 ). 

2,851007157
2

5
)7( 2 z  (од/год.),  

201575)7( z (од/год. 2 ). 
 
Зміна знаку )(tz  свідчить про те, що продуктивність на кінець робочого часу 
знижується.  
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IV.   Первісна і невизначений інтеграл 
 

Задача.   Дана функція  )(xf . Потрібно знайти таку функцію  )(xF , 

похідна якої дорівнює  )(xf , тобто     )()( xfxF  .  

Означення.   Функція  )(xF  називається первісною для функції  )(xf  

на  ];[ ba , якщо ];[ bax   має місце рівність  )()( xfxF  .  

Приклад: Нехай 2)( xxf  .  Тоді  
3

)(
3x

xF   буде первісною цієї 

функції, оскільки 2
3

3
x

x













. 

Очевидно, якщо у функції  )(xfy   існує первісна, то вона не єдина. 

Так в наведеному прикладі первісною для функції  2x  можна було взяти, 

наприклад,  5
3

1
)( 3  xxF , або  2

3

1
)( 3  xxF   і  взагалі   

CxxF  3

3

1
)( , де  constC  .  З іншої сторони можна довести, що функція  

Cx 3

3

1
 описує всі первісні для  функції 2x . 

Теорема.  Якщо  )(1 xF   і  )(2 xF   дві первісні для функції  )(xf  на  

];[ ba , то різниця між ними є сталою величиною, тобто   

constxFxF  )()( 21 . 

З даної теореми випливає, що якщо для функції )(xf  знайдено яку-небудь 

первісну  )(xF , то будь-яка інша первісна має вигляд  CxF )( , де C   
довільна стала. 

 

Означення.   Якщо функція  )(xF  є первісною для функції  )(xf , то 

вираз  CxF )(  називається невизначеним інтегралом функції  )(xf  і 

позначається символом   dxxf )( . 

Таким чином, за означенням: CxFdxxf  )()( , якщо 

)()( xfxF  . При цьому функцію  )(xf  називають підінтегральною 

функцією, а  dxxf )(  – підінтегральним виразом;  знак   – знаком інтеграла. 
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З геометричної точки зору невизначений інтеграл це сукупність кривих, 
кожну з яких можна одержати шляхом паралельного переносу однієї з них в 
напрямі осі Oy . 

Виникає питання:  для яких функцій існує первісна, а, значить, і невизначений 
інтеграл?  

Теорема.  Якщо функція  )(xfy   неперервна на  ];[ ba , то для неї  

існує первісна.  

Знаходження первісної називається інтегруванням функції.  
 
З означення первісної випливають такі властивості:  

1)  Похідна від невизначеного інтегралу співпадає з підінтегральною функцією, 

тобто,      )()( xfdxxf 


 . 

2)  Диференціал від невизначеного інтегралу співпадає з підінтегральним 

виразом:    dxxfdxxfd )()(  .  

3)   Невизначений інтеграл від диференціала деякої функції відрізняється від 

цієї функції на довільну сталу:   CxFxFd  )()( .  

4)   Сталий множник можна виносити за знак інтеграла, тобто,  

  dxxfCdxxfC )()( .  

5)  Невизначений інтеграл від алгебраїчної суми двох або декількох функцій 
дорівнює алгебраїчній сумі інтегралів цих функцій:  

  dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121   .  

6)  Вигляд первісної не залежить від змінної інтегрування, тобто, якщо   

CxFdxxf  )()(   і   )(xuu  ,    то   CuFduuf  )()( .  

Розглянуті властивості дозволяють сформулювати  наступні 
правила інтегрування: 
 

1)     dxxfCdxxfC )()( ,  де  constC  ; 

2)     dxvdxudxvu   ; 

3)   CxFdxxf  )()( ,  то     CbkxF
k

dxbkxf  )(
1

)( . 
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Таблиця інтегралів (випливає з означення) : 
 

  1)   Cxdx   ;                    Caxdxa  ; 

 

2)  ,
1

1

C
n

x
dxx

n
n 






                    ( де 1n  ); 

 

3)   Cx
x

dx
 ln ,                   ( 11  x

x
,   тут  1n ); 

4)   C
a

a
dxa

x
x  ln

,                зокрема:    Cedxe xx   ; 

 

5)   Cxdxx  cossin ;  

 

6)   Cxdxx  sincos ;  

 

7)   Cx
x

dx
 tg

cos2
;  

8)   Cx
x

dx
 ctg

sin2
;  

 

9)   C
a

x

aax

dx


 arctg
1

22
;  

 

10)   C
ax

ax

aax

dx






 ln

2

1
22 ;              (Високий логарифм)  

 

11)   C
a

x

xa

dx



 arcsin

22
; 

 

12)   Caxx
ax

dx



 22

22
ln .             (Довгий логарифм)  

Методи інтегрування 
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1.  Табличне інтегрування  
 

Табличне інтегрування базується на використанні основних властивостей 
невизначеного інтеграла, елементарних перетворень та таблиці інтегралів.  
 
Довідковий матеріал  (дії зі степенями) :  

knkn aaa  ;      nnn abba )( ;      knkn aa )( ;      10 a ; 

kn
k

n

a
a

a  ;         
n

n

n

b

a

b

a






 ;      n

n a
a


1

;      
nn

a

b

b

a

















; 

nn aa
1

 ;      n

k
n k aa  ;       a 2

1

a ;        ka 2

k

a . 

 

Розглянемо приклади використання цього метода. 
 

Завдання. Знайти невизначені інтеграли. 

№ 1.  C
xx

dxx 





615

615
5 .     (Використано табличну формулу 2.) 

№ 2.   dx
x

2
   

(Винесемо сталий множник за знак інтеграла (правило 1) після чого 
скористаємось табличною формулою 3.)  

Cx
x

dx
  ln22 . 

№ 3.     dxxx 543 2   

          (Скористаємось  правилами 2 і 1  та табличними формулами 2 і 1.)  

  dxx23   dxdxx 54  dxx23   dxdxx 54  










Cx
xx

5
11

4
12

3
1112

Cxxx  52 23 . 

 

№ 4. 





  dx

x
x x4

cos

3
cos5 2    dx

x

dx
dxx x4

cos
3cos5 2  

Cxtgx
x


4ln

4
3sin5 . 

При обчисленні використано правила 1 і 2 та табличні формули 6, 7, 4. 
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№ 5. 





  dx

xxx 24

8

5

26
 

(Підготуємо підінтегральний вираз до використання табличних формул 2 та 3, 
використовуючи правила інтегрування та довідковий матеріал.) 
 

  dx
x4

6
  dx

x
dx

x 2

8

5

2
  dxx 46    dxx

x

dx 28
5

2
 










C
x

x
x

12
8ln

5

2

14
6

1214

Cxxx   13 8ln
5

2
2 . 

 

№ 6. 





  dxx

x
x 53 3

2
4  

(Підготуємо підінтегральні вирази до використання табличної формули 2, 
записавши корені у вигляді степеня.) 

   dxxdx
x

dxx 53 3
2

4  

  


dxxdxxdxx 2
5

324 2

1

3

1

 













C
xxx

1
3

1
2

1
4

2
5

1

2
1

1
2

1

3
1

1
3

1

2
5

 C
xxx

2
3

3

2
1

2

3
4

4
2
3

2

1

3

4

 

CxxxCxxx  33 42

1

3

4

243243 2
3

. 
 

№ 7.  


 dx
x

x
3

2)32(
           (Виконаємо дії вказані під знаком інтеграла) 

 

dx
x

xx
3

29124 
  










  dx

x

x

x

x

x 3

2

33

9124
  

 

  

x

dx
dxxdxx 9124 23

 

(Тепер скористаємось табличними формулами 2, 3.) 
 










Сx
xx

ln9
12

12
13

4
1213

 Cx
xx




ln9
122

2 . 
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№ 8.   





   dx

xe
е x

xx 1
5 








  dx

xe

e
e x

x
xx 5  







  x

x
dx

e
x

d
  

5











 C
x

e

e
dxx

xx

e

xe

1
2

15lnln

5

)ln(

)(
1

2

1

2

1

5

5  

Cx
e

C
xe xxxx












2
5ln1

5

2

15ln1

5 2

1

. 

 

№9.   Cdxdxdxdx
x

xxxxxx   

6ln

6
36332333232 1 . 

 

№ 10.   
 162x

dx
            ( Скористаємось табличною формулою  10.) 

 

= 
 242x

dx
C

x

x
C

x

x









 4

4
ln

8

1

4

4
ln

42

1
. 

 

№ 11.   
 dx

x 82

3
2

  

(Підготуємо підінтегральний вираз до використання формули  9 )  
 







  222 22
3

)4(2

3

x

dx

x

dx
 C

x

2
arctg

2
1

2
3

 

C
x


2
arctg

4
3

. 

 

№ 12.   C
x

x

dx

x

dx





  3
arcsin

39 222
.  

 

При обчисленні цього інтегралу використано табличну формулу 11. 
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№ 13.   


52

7
2x

dx
  

(Підготуємо підінтегральний вираз до використання формули  12.)  
 












 

 
2
52

7

2
5

2

7
22 x

dx

x

dx
 

=  Cxx 
2
5

ln
2

7 2 .  

 

№ 14.   
 294 x

dx
  

(Можна використати табличний інтеграл 11. Підготуємо підінтегральний 
вираз.) 









 

 
2

9
4

9 x

dx





2

9
4

9 x

dx











2

2

3

2
3 x

dx
 

 C
x

3/2
arcsin

3
1

 C
x 

2
3

arcsin
3
1

. 

 

№ 15.   
 2425 x

dx
  

(Підготуємо підінтегральний вираз до використання табличного інтеграла  10) 








 

 
4
25

4 2x

dx
 









  2

2

54
1

2x

dx
 







 C

x

x

2

5
2

5

ln

2

5
2

1
4
1 


 C

x
x

52
52

ln
20
1

 

 

C
x
x 



52
52

ln
20
1

. 
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Приклади для самостійного розв’язання.  
 

1)    dxxx 847 3 ;       2)   dxxx )83()5( ;    3)    dxxx 54 26 ; 

 

4)  





  dx

xx
3

24
3

;   5) dx
x

xx 533 
 ;   6) dx

x
xx 










3
)4( 3 ; 

 

7) dx
x

x 3)2( 
 ;     8) dx

x

xx

2

254 
 ;          9) dx

e
e

x

x
x

x













4

5

3
;   

 

10) dxx
x

sin
sin

3
2

3 





  ;    11) dx

xx
 






 

2

2
sin

2
cos ;     12)   65

4
2x

dx
; 

 

13) dx
xx 












 105

9

9

5
22

;       14) dx
xx 


















93

5

16

3
22

. 

 
Відповіді:  
 

1) ;8275,1 24 Cxxx                 2) ;405,11 23 Cxxx   
 

3)     ;
7

4

5

24 754 Cxx              4) Cx
x

x  3
2

ln2 2 ; 

 

5) Cxxx  5.05,3 102
7

2 5,1

;        6) Cxxxx  ln1233
7

3 3
4

3
7

; 

 

7) Cxxx
x

 ln8123
3

2
3

;   8) Cx
x

 5
2ln

2
;   9) C

e xxx


 4ln

4

)3ln1(5

3
; 

 

10)  Cxx  cos2ctg3 ;               11)  Cxx  cos ;  
 

12)  Cxx  2,1ln
5

4 2
;       13)  C

x

xx






2

2
ln

210

9

3
arctg

3

5
;  

 

14)  Cxx
x

 3ln
3

5

4
arcsin3 2 . 
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2.  Заміна змінної в невизначеному інтегралі  
 

Одним з найбільш розповсюджених методів інтегрування є заміна змінної. 
Цей метод базується на властивості 5:  вигляд первісної не залежить від змінної 
інтегрування.  

Нова змінна може бути введена за допомогою однієї з двох формул:    
)(tx  ,   (1)        або        )(xt  ,   (2).        При цьому бажано функцію 

вибирати так, щоб підінтегральний вираз став зручним для інтегрування.  
Одним з видів заміни змінної є метод «підведення під знак 

диференціала». Його застосовують тоді, коли підінтегральна функція є 
добутком двох множників, один з яких залежить від деякої функції  )(xg , а 
другий співпадає з похідною цієї функції, або відрізняється від неї тільки 
сталим множником. 

Розглянемо на прикладах цей метод у вигляді, який носить ще назву 
«метод підстановки».  

 

№ 1.   










 dxdxxdt

txt
dxx

3)53(

3,53
)53( 7  

 
Щоб отримати під знаком інтеграла вираз, який  дорівнює dt , помножимо і 
розділимо  dx   на  "3" . 
 

  3

3
)53( 7 dx

x           (винесемо "3"  із знаменника за знак інтеграла)  

  dxx 3)53(
3

1 7          (тепер перейдемо до змінної  t  )  

  C
t

dtt
83

1

3

1 8
7       (повернемось до старої змінної )   

  Cx  853
24

1
.  

 

№ 2.   











 dxdt

xt

x

dx

5

51

51
  

 

x

dx

51

5

5

1




  CxCt
t

dt
  51ln

5

1
ln

5

1

5

1
.  
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Зауваження.  Враховуючи, що  dxkbkxd  )( , одержимо правило  3:  

Якщо   CxFdxxf  )()( ,     то    CbkxF
k

dxbkxf  )(
1

)( . 

 

Знайдемо наступні інтеграли, використовуючи це правило. 

 

№ 3.    dxx 523  

Показник степеня  52 x  ‒ лінійна функція.  ;
3ln

3
3 Cdx

x
x     

2,52  kxbkx .     Тоді згідно з правилом 3:  
 

Cdx
x

x 


 3ln

3

2

1
3

52
52 . 

 

№ 4.   







 dx

x

4
1sin




















.4

1
,

4

1
,

4
1

;cossin

k
k

x
bkx

Cxdxx
 

 

C
x











4
1cos4 .  

 

№ 5.   




 dxx
x

dx 3

1

3
)34(

34
  

 

































3,34

1
3

1

1
3

1

3

1

kxbkx

C
x

dxx
 

CxC
x












3

21
3

1

)34(
2

1

1
3

1
)34(

3

1
. 



 117

№ 6.   Cx
x

dx


 87ln
7

1

87
.  

 

№7.   
 )21(sin2 x

dx
 Cx  )21(ctg
2

1
. 

 

Приклади для самостійного розв’язання  
  

1)  dxx 4)58(  ;              2)  dxe x ;                  3)  dxx)45(cos  ; 

 

4)  
3)65( x

dx

 ;             5)  dxx3 2)7(  ;           6)  dxx 532,0  ; 

 

7)  
89  x

dx
;               8)  












43

cos2 x

dx
;             9)    x

dx

34
. 

Відповіді:  

1)  Сx  5)58(
40

1
;         2)  Ce x   ;          3)  Сx  )45(sin25,0 ; 

4)  C
x


 2)65(12

1
;        5)  Cx  3 5)7(6,0 ;           6)  С

x




2,0ln3

2,0 53

; 

7)  Cx  89ln
9

1
;        8)  C

x











43
tg3


;       9)  Cx  34

3

2
. 

 
 

Згадаємо:   1)(  nn xnx .  
 

№ 8.    )(cos 22 x

dxx
  

(Оскільки  xx 2)( 2  , то під знаком інтеграла множником при dx  стоїть 

похідна від  2x  з точністю до сталого множника. Помноживши чисельник і 

знаменник на 2, одержимо в чисельнику диференціал від 2x .) 
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=
2

1

)(cos2

2
22

 x

dxx
 )(cos

2
22 x

dxx
                           












dxxdt

xt

2

2

 

 

=
2

1
 Ct

t

dt
tg

2

1

cos2
           (Тепер повернемось до старої змінної x .)   

 

Cx  2tg
2

1
. 

 

№ 9.   
 234 x

dxx
  

(Під знаком інтеграла множником при dx  стоїть похідна від  2x  з точністю до 

сталого множника ( xx 2)( 2  ) . Але через  t  тут краще позначити весь 

знаменник, враховуючи, що  xx 6)34( 2  .) 
 
















  t

dt

x

dxx

dxxdt

xt
6

1

34

6

6

1

6

34
2

2

  

 

CxCt  234ln
6

1
ln

6

1
. 

 

№ 10.   
 44 x

dxx
  

( ""x  – похідна з точністю до  const  від  2x . Тому через  t  позначимо  2x , а  4x  

запишемо як  22 )(x .) 
 

















  222

2

42

1

)(4

2

2

1

2 t

dt

x

dxx

dxxdt

xt
  

 

C
x

C
t


2

arcsin
2

1

2
arcsin

2

1 2

.  
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№ 11.    dxxx 32 45  
 

( 2x  – похідна з точністю до  const  від  3x , а, отже, і від  345 x .) 
 













dxxdt

xt
2

3

12

45
                  dttdxxx 2

1

22
1

3

12

1
12)45(

12

1
  

 

CxCtC
t








2
3

32
31

2
1

)45(
18

1

3

2

12

1

1
2
112

1
. 

 
Приклади для самостійного розв’язання:  
 

1)   dxx x )2(5 ;       2)  
72 4

3

 x

dxx
;       3)  

13

2

 xe

dxx
;       4)   

1

6
6

2

 x

dxx
. 

 

Відповіді:   1)  С
x


5ln2

5 )( 2

;       2)  Cx  72ln125,0 4 ;      3) Ce x   31

3

1
; 

 4) Cx 3arctg2 . 

 

№ 12.   


 dx
x

xln71
  

 

Згадаємо, що   
x

x
1

)(ln  ;   
ax

xa ln

1
)(log  . 

 

Отже, під знаком інтеграла маємо з точністю до сталого множника похідну  
 

від  чисельника.           


















x

dx
dt

xt
7

ln71
.  

 

Підготуємо підінтегральний вираз до переходу до нової змінної  t .  
 







 











  x

dx
x

dx

x

x 7
)ln71(

7

1

7

7ln71
  dtt

7

1
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CxC
t

 2
2

)ln71(
14

1

27

1
. 

 
Приклади для самостійного розв’язання. 
 

1) 
xx

dx

3log ;   2) 
xx

dx
2ln1 ;   3) 

2)5lg3(  xx

dx
;   4) dx

x

x3
2log1

 . 

 

Відповіді:      1)  Cx  3logln3ln ;        2)  Cx )(lnarcsin ; 

3)  С
x





5lg3

10ln
;                 4)  xx 4

2log2ln25,0ln  . 

 
№ 13.    dxxx 333   
 

(Згадаємо, що   aaa xx ln)(  ;   xx ee )( ). 
 











  )3ln3()33(

3ln

1

3ln3

,33 2

1

dx
dxdt

t xx
x

x

  

 

CC
t

dtt x   3)33(
3ln3

2

2/33ln

1

3ln

1 2

3

2

1

. 

 

№ 14.   











 ;2ln2

;)2(4;2

44

2 2

dxdt

tdx
x

xxx

x

x

  

 







  C
t

t

dtdx
x

x

2
arctg

2

1

2ln

1

22ln

1

4)2(

2ln2

2ln

1
222

 

 

CC x
x

 12arctg
4ln

1

2

2
arctg

2ln2

1
. 
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Приклади для самостійного розв’язання. 

 

1)  
32  x

x

e

dxe
;    2)  

925

5

 x

x dx
;    3)  dxxx 3 477  ;    4)  

x

dx
 321

. 

 

Відповіді:      1)  Cee xx  3ln 2 ;           2)  C
x


3

5
arctg

5ln3

1
; 

3)    Cx 
4

3 47
7ln4

3
;          4)  С

x




3ln

23ln
. 

 

Нагадаємо:    
x

x
2

1



;      
2

11

xx












.  

 

№ 15.   






















 dx
x

dt

xt

xx

dx

2

1
;

cos2
  

 

  x

dx

xx

dx

x 2cos

1
2

2

2

cos

1
22

  

 

CxCtdt
t

  tg2tg2
cos

1
2

2
. 

 

№ 16.   
























dx
x

dt

x
t

dx
x

x

2

2 1

;
11

sin
  

 

C
x

Ctdttdx
xx








 
 

1
cos)cos(sin

11
sin

2
. 
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Приклади для самостійного розв’язання.  

1)  dx
x

x

2

)( 1
5



 ;            2)  
 

x

dxxcos1 
 ;  

3)  xex

dx

 ;          4)  dx
xx

2
sin

3
2 .  

Відповіді: 

1)  C
x






5ln

5 )( 1

;    2)  Сxx  sin22 ;    3)  C
e x


 2

;    4)  C
x


2
cos

2

3
. 

 

Відомо:     xx sin)(cos  ;       xx cos)(sin  ;  

x
x

2cos

1
)tg(  ;      

x
x

2sin

1
)ctg(


 .  

 

№ 17.   










 dxxdt

xt
dxxx

cos

;sin
cos4 sin   

CCdt x
t

t   sin4
4ln

1

4ln

4
4 .  

 

№ 18.   











 dxxdt

xt
dx

x

x

sin

;cos1

)cos1(

sin
3 2

  

CxCtC
t

dtt
t

dt








 3

1
3

2

3

2

3 2
cos133

1
3

2
3

1

.  

 

№ 19   




















x

dx
dt

xt

xx

dx

222
cos

;tg

tg1cos
  

CxCt
dt




  )tg(arcsinarcsin
t1 2

.  
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№ 20.    dxxtg   

Похідної від xtg  під знаком інтеграла нема.  Але  
x

x
x

cos

sin
tg   . Тоді 












  dxxdt

xt
dx

x

x

sin

;cos

cos

sin
 

 

CxCt
t

dt
dx

x

x



  coslnln

cos

sin
. 

 
Приклади для самостійного розв’язання. 

1)  
x

dxx
2sin3

cos

 ;            2)  dx
x

x
3cos

2sin
 ;           3)  

xx

dx
2sinctg3  ;  

4)  dx
x

e x

2

tg

cos

1 
 . 

Відповіді:     1)  C
x


3

sin
arctg

3

1
;          2)  C

x


cos

2
; 

 

3)  Cx  ctg32 ;              4)  Cex x  tgtg . 

 

Пам’ятаємо:     
21

1
)arccos()(arcsin

x
xx


 ;  

21

1
)arcctg()arctg(

x
xx


 ;  

 

№ 21.   




























 
222

1

;arccos

1

arccos

1

arccos

x

dx
dt

xt

dx
x

x
dx

x

x
  

 

CxC
t

dttdt   3
2
3

2
1

arccos
3

2

2/3
t .  



 124

№ 22.   









 dx

x

x

x

dxx
dx

x

xx
222 1

arctg
3

11

arctg3
  

 























.
1

;arctg

;2

;1

2

2

x

dx
du

xu

dxxdt

xt
  

  duu
t

dt
3

2

1
 C

u
t

2
3ln

2
1 2

 

 

Cxx  22 arctg
2

3
1ln

2

1
.  

 

Приклади для самостійного розв’язання . 

 

1)  dx
x

x
2

3

1

arcsin

 ;                            2)   1arcctg1 22 
xx

dx
; 

 

3)    xx

dx
32 arccos1  ;              4)    52arctg314 2  xx

dx
. 

 

Відповіді:  

1)  Cx 4arcsin25,0 ;     2) Cxx  1arcctgarcctgln 2 ; 

 

3)  C
x


arccos

2
;          4) Cx  52arctg3ln

6

1
. 

 

3.  Інтеграли виду   
cbxax

dx

 2
;       

cbxax

dx

 2
   зводяться до 

табличних виділенням повного квадрата у квадратного тричлена:  
 

222 2)( mmxxmx  . 
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Приклади: 

№ 1.   



  5222254 2222 xx

dx

xx

dx
  

54)222( 22 
  xx

dx
Cx

x

dx



  )2(arctg

1)2( 2
.  

При обчисленні інтегралу використано правило 3 і табличну формулу 9. 

 

№ 2.   



  )168(348243 22 xx

dx

xx

dx
  

 







  dxx
x

dx

xx

dx 2
222

)4(
3

1

)4(3

1

4423

1
 

(Скористаємось правилом 3 та табличною формулою 2.) 

C
x

C
x













)4(3

1

12

)4(

3

1 12

. 

 

№ 3.    



 

)53(21062 22 xx

dx

xx

dx
  532 2 xx

dx
= 

 

     






 

4

11
2
32

1

5
2
3

2
3

2
32

2

1
2222 x

dx

xx

dx
 

(При обчисленні цього інтегралу використаємо правило 3 і табличну формулу 
12.) 

  CxxxCxx  535,1ln
2

1

4

11
2
3

2
3ln

2

1 2
2

. 
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№ 4.   
 26 xx

dx
  

(Підготуємо підінтегральний вираз до використання табличної формули 11.) 
 

)6( 2 xx

dx


    

  222 3332 xx

dx
 

 

]3)3[( 22 
 

x

dx
C

x

x

dx



  3

3
arcsin

)3(3 22
.  

 

Приклади для самостійного розв’язання. 
 

1)  
40122  xx

dx
;               2)  

322 
xx

dx
;  

3) 
15123 2  xx

dx
;               4)  

80405 2 
xx

dx
. 

 

Відповіді.   1)  C
x

arctg 

2

6

2

1
;     2)  C

x



2

1
arcsin ;  

 

3)  C
x

x





1

5
ln

18

1
;     4)  Cxxx  1684ln

5

1 2 . 

 

4.   Інтеграли виду        dx
cbxax

BAx




 2
;          dx

cbxax

BAx




 2

.  

При обчисленні такого виду інтегралів потрібно:  

1)  зробити в чисельнику похідну від квадратного тричлена;  

2)  розбити інтеграл на суму двох інтегралів так, щоб в чисельнику 
першого стояла похідна від квадратного тричлена;  

3)  обчислити кожен з одержаних інтегралів  (один з них матиме вигляд  

t

dt
 , або 

t

dt
 , а інший  – 

cbxax

dx

 2
,  або   

cbxax

dx

 2
). 
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Нагадаємо, що   
t

dt
 ct  ln ,   а   

t

dt
 ct  2 . 

 

Приклади: 

№ 1.   



























dxxdt

xt

xxt

dx
xx

x

)52(

52

45

45

2
2

2
 

(Зробимо в чисельнику похідну від квадратного тричлена.) 
 









  dx

xx

x
dx

xx

x

45

5542

2

1

45

)2(2

2

1
22

 

 

(Розіб’ємо інтеграл на суму двох інтегралів так, щоб в чисельнику першого 
стояла похідна від квадратного тричлена, а саме: ( 52 x ).) 

 

















  dx

xx
dx

xx

x

45

54

45

52

2

1
22

  

 

(В першому інтегралі перейдемо до змінної t ,  у другому виділимо повний 
квадрат у квадратного тричлена.) 

 










































 
4

2

5

2

5

2

5
2

9
2

1
22

2 xx

dx

t

dt
  

(Одержимо  табличні інтеграли.) 










































  22

2

3

2

5
9ln

2

1

x

dx
t   

 



 128


























 C

x

x
xx

2

3

2

5
2

3

2

5

ln

2

3
2

1
945ln

2

1 2   

 

C
x

x
xx 





4

1
ln

2

3
45ln

2

1 2 . 

 

Одержаний вираз можна спростити, скориставшись властивостями 

логарифмів:       



 C
x

x
xx

4

1
ln

2

3
45ln

2

1 2  

 )4()1(45.4,1045 2
21

2  xxxxтодіxxприxx  












 C
x

x
xx

1

4
ln3)4()1(ln

2

1
 

 













 C
x

xxx
3

3

)1(

)4()4()1(
ln

2

1
 

 





 C
x

x
2

4

)1(

)4(
ln

2

1
C

x

x





1

)4(
ln

2

. 

 

№ 2.  


























dxxdt

xt

xxt

dx
xx

x

)62(

62

76

76

53
2

2
  

 



















  dx
xx

x

xx

dxx

76

66
3

10
2

2

3

76

3

5
2

2

3
22
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



























  dx

xx
dx

xx

x

76

6
3

10

76

62

2

3
22

  

 

















 

733323

28

2

3
222 xx

dx

t

dt
  

 

 
















 

233

28
2

2

3
2x

dx
t   

 

   Cxxxx 233ln
3

28

2

3
763 22   

 

Cxxxxx  763ln14763 22 .  

 
Приклади для самостійного розв’язання.  
 

1) dx
xx

x

2510

84
2 


 ;     2) dx

xx

x

53

12
2 


 ;     3)   


dx

xx

x

52

15
2

; 

 

4) dx
x

x
29

3




 . 

 

Відповіді:   1)   C
x

xx 



5

28
2510ln2 2 ; 

 

2)   C
x

x
xx 




13

53
ln

15

8
53ln

3

1 2 ; 

 

3)   Cxxxxx  5_21ln6525 22 ; 

 

4)   Cx
x

 29
3

arcsin3 . 
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5.  Інтеграли виду     dx
xQ

xP

m

n

)(

)(
 ,  де   )(xPn ,  )(xQm  – 

многочлени  і  степінь чисельника не менша за степінь знаменника  
)( mn  ,  після виділення цілої частини зводяться до інтегралів, які 

розглядались раніше. 
Ми розглянемо тільки випадки, коли степінь знаменника не перевищує 2 

( 1m , або 2m  ). 
 

Приклади. 
 

№1. dx
x

xx

4

732 2




     

 

(степінь чисельника = 2, степінь знаменника =1 )( mn   ) 
 
Виділимо цілу частину, розділивши  «куточком »чисельник на знаменник.  
 

                                                

27

205

75

5282

4732

2

2










x

x

xxx

xxx

  

 

Тоді .   dx
x

xx

4

732 2




  









  dx
x

x
4

27
52   

 

dxx2 + dx5 + 
 dx

x 4

27
 

 

CxxxCxx
x

 4ln2754ln275
2

2 2
2

.  

 

№2.   



 dx
x

xxx

12

4 23

  

 
Степінь чисельника більша за степінь знаменника. Виділимо цілу частину. 
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8

13

8

13

4

13
4

13

4

9

2

9
2

9

8

13

4

9

2

1

2

1

124

2

2

223

23













x

x

xx

xx

xxxx

xxxx

 

Маємо:    dx
x

xxx

12

4 23




  









  dx
x

xx
12

8/13

8

13

4

9

2

1 2   

 

 Cxx
xx

12ln
2

1

8

13

8

13

24

9

32

1 23

  

 

Cxxxx  12ln
16

13

8

13

8

9

6

1 23 .  

 

№3.   



 dx
xx

xx

43

712
2

3

  

                                                              

19

1293

783

343

43712

2

2

23

23












x

xx

xx

xxxx

xxxx
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
















  dx
xx

x
x

x
dx

xx

x
x

43

19
3

243

19
3

2

2

2
  

 

 dxxdtxtxxt )32(;32;432     

 





  dx
xx

x
x

x

43

33382

2

1
3

2 2

2

  

 

















  dx

xx
dx

xx

x
x

x

43

338

43

32

2

1
3

2 22

2

  

 

































 
4

4

9

2

3

2

3
2

41
2

1
3

2 2
2

2

xx

dx

t

dt
x

x
  

 

































 
4

25

2

3
41ln

2

1
3

2 2

2

x

dx
tx

x
  

 


























 C

x

x
xxx

x

2

5

2

3
2

5

2

3

ln

2

5
2

1
4143ln

2

1
3

2
2

2

 

 

 x
x

3
2

2

1

4
ln1,443ln5,0 2





x

x
xx C . 



 133

Приклади для самостійного розв’язання. 
  

№1.   Виділити цілу частину:  

а)  
32

4352
2

23




xx

xxx
;        б)  

2

1453 24




x

xxx
. 

Відповіді:   а)  
32

2315
92

2 



xx

x
x ;         б)  72 23  xxx . 

№2.  Знайти інтеграли:    а)  dx
x

xx

2

153 2




 ;     б)  dx
xx

xx

3

342
2

2




 . 

Відповіді: 

а)  Cxxx  2ln5,1 2 ;    б)  C
x

x
xxx 




3
ln63ln52 2 . 

 

6.   Метод інтегрування частинами. 
 

Формула «інтегрування частинами» має вигляд: 
 

                   duvvudvu   ,                де   dxudu  ;   dvv  . 

 

Зауваження.  При знаходженні  dvv    можна брати довільну сталу  0C   

(або будь-якому іншому числу), оскільки вона не входить в кінцевий результат.  

Цей метод використовується якщо інтеграли   dv    і   duv   

обчислюються простіше, ніж заданий  dvu .  
 

За допомогою метода «інтегрування частинами» обчислюються 
інтеграли таких видів:  
 

6.1.   dx

x

x

a

xP

x

n

















sin

cos)( ,  де   )(xPn  – многочлен степеня  ""n . 

При цьому через  u  позначимо многочлен  )(xPn , а добуток  dxax ,  чи  

dxxcos ,  чи  dxxsin   через  dv .  
Розглянемо приклади.  
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№1.  dxxx cos)4(  

Щоб скористатись формулою інтегрування частинами 






















 .sincos;cos

;;)4(

::

xdxxvdxxdv

dxduxu

знайдемопозначимо

 

 

Тепер скористаємось формулою інтегрування частинами. 

Cxxxdxxxx   cossin)4(sinsin)4( .  

 

№ 2.   















 


 xxx
x

edxevdxedv

dxxduxu
dxex

;

2;1
)1(

2
2  

 

     dxexexdxxeex xxxx 2)1(2)1( 22   

 

  








 

  dxeexex
evdxedv

dxduxu xxx
xx 2)1(

;

; 2
 

    Ceexex xxx 2)1( 2  Cxxe x )221( 2
 

 

Cxxe x   )12( 2 Cxe x   2)1( . 

 

Приклади для самостійного розв’язання.  

1)  dxxx sin)42(  ;         2)  dxx x2)45(  ;  

3)  dx
x

x
2

cos)4( 2  . 

 

Відповіді:       1)  Cxxx  sin4cos)24( ;  

2)  C
x x 






 


2

2ln

5

2ln

45
2 ;          3)  C

x
x

x
x 

2
cos8

2
sin)82( 2 . 
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6.2.   dx

x

x

x

x

x

xP

a

n




























arcctg

arctg

arccos

arcsin

log

)( .  

 
В цьому випадку через  u  позначається одна з обернених функцій, а  
добуток  dxxPn )(  через  dv .  

 

№ 3.    dxxxx ln)123( 2
 

 





















 xxxdvvdxxxdv

x

dx
dxxduxu

232 ,)123(

,)(ln,ln
 

 

    x

dx
xxxxxxx 2323 ln)(   

 

  dxxxxxxx )1(ln)( 223   

 

Cx
xx

xxxx 











23
ln)(

23
23 .  

 
№ 4.   dxx4arctg  




















.,

,
)4(1

4
)4arctg(,4arctg

2

xvdxdv
x

dx
dxxduxu

 

 














  dxxdt

xt

x

dxx
xx

32

161

161

4
4arctg

2

2
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



  t

dt
xx

x

dxx
xx

8

1
4arctg

161

48

8

1
4arctg

2
 

 

CxxxCtxx  2161ln
8

1
4arctgln

8

1
4arctg . 

 
Приклади для самостійного розв’язання.  

1) dxxx arctg ;   2) dx
x

3
arcsin ;   3) dxxx lg ;   4) dxx )5(ln 2  . 

 

Відповіді:    1)  C
x

x
x




2
arctg

2

12

;      2)  Cx
x

x  293
3

arcsin ;  

3)  C
x

x
x


10ln4

lg
2

22

;         4)  C
x

xxx 





 

5
arctg52)5(ln 2 . 

 

Ми зупинились лише на двох видах інтегралів, при обчисленні яких 
використовується метод «інтегрування частинами». Цей метод  
використовується і при обчисленні інтегралів інших видів. 
 

Теоретичні питання для самоперевірки.  
1. Означення первісної та невизначеного інтеграла функції )(xf . 

2. Правила інтегрування . 

3. Таблиця похідних.  

4. Методи інтегрування: табличне інтегрування, метод підстановки, метод 
інтегрування частинами. 

5. Знаходження інтегралів виду:  
cbxax

dx

 2
;       

cbxax

dx

 2
; 

dx
cbxax

BAx




 2
;   dx

cbxax

BAx




 2

;   dx
xQ

xP

m

n

)(

)(
 . 
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V.   Визначний інтеграл та його застосування. 

 

1. Означення визначеного інтеграла та його обчислення. 

Вирах виду dxxf
b

a

)(  називається визначеним інтегралом функції  

)(xf  на  ];[ ba .  
 

Для обчислення визначеного інтеграла використовується Формула 
Ньютона-Лейбніца: 

Якщо функція  )(xf  неперервна на ];[ ba , а  )(xF  – первісна для функції  

)(xf , то         )()()( aFbFdxxf
b

a

 .                                       (1) 

 

Для зручності використовується наступний запис формули Ньютона-

Лейбніца      )()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a

 .                                     (2) 

 
Основні властивості визначеного інтеграла: 
 

1.   0)(  dxxf
a

a

;  

2.   abdx
b

a

 ;  

3.   dxxfdxxf
a

b

b

a

)()(   ;  

4.   dxxfcdxxfc
b

a

b

a

)()(   ;  

5.    dxxfdxxfdxxfxf
b

a

b

a

b

a

)()()()( 2121   ;  
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6.   Якщо  bca  , то    dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

)()()(   .  

 

Зауваження.  Властивість  6  має місце і за умови, що  ];[ bac  .  
 

7.   Якщо для всіх  ];[ bax :      1)   0)( xf ,   то   0)(  dxxf
b

a

,  

2)   0)( xf ,   то   0)(  dxxf
b

a

.  

Приклади.  Обчислити:  

№ 1. 





0

2

2 )6( dxxx
3

28
12

3

8
)2(3

3

)2(
03

3
22

3 3

2

0


























x

x
. 

 

№ 2.   




 











 2

12
3

1

2
3

1

2
2

)54(

5

1
)54(

)54(

x
dxx

x

dx
  

 























222

1

2 )104(

1

)54(

1

10

1

)54(

1

10

1

x
 

 

72

7

36

35

10

1

36

1
1

10

1









 . 

 

№ 3.   
      








 dxxdx
x

xx
dx

x

x
1

1

11

1

1
9

4

9

4

9

4

  

 



































  4

9

3

2

4

9

2/3
1 3

2
3

2
19

4

xxx
x

dxx   
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







 42

3

2
93

3

2
44

3

2
99

3

2 3333   

3

2
17

3

1
523

3

16
518  .  

 

№ 4.   dxx
x 










 12

6
7

2










2
12ln

2

6 2x
x 

2

7
  

   25ln3
2

49
15ln3 5,223ln325,24)5ln15(ln3  . 

 

№ 5.   



21

4

4

x

dx








4

4arcsin



x   

4
arcsin

4
arcsin   

 

2
2

2

2

2









 . 

 

№ 6.   






 



1

1

2

1

1

222

1

1

2 4)1(5111252 x

dx

xx

dx

xx

dx
 

 

2

1

2

1 


x
arctg 

1

1







 




2

11

2

11

2

1
arctgarctg  

 

 )1(0
2

1
 arctgarctg

84
0

2

1 







  . 

 
Приклади для самостійного розв’язання:  
 

1)   dxx6
1

1



;       2)   dxxcos

2








;      3)   
3

6

1
 x

dx
;       4)  

2

2

0
)12(  x

dx
; 
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5) dx
x

xx

6

352
0

1





;   6) dx
x

x
24

1

1







 
 ;   7)

1
4

84

20 
 x

dx
;  8) dxx3

5,1

3
1

16  ; 

9) dx
ex

ex
x

x

2

22

1


 ;       10) dx

x

xx
4

31

2

34 





;       11) 
 

2

2
2 134xx

dx
. 

 

Відповіді:  1)  
7

2
;   2)  1 ;   3)  2;   4)  

5

2
;   5)  

2ln

5

3ln

2
 ;    6)  4ln275,3  ; 

7)  5ln4 ;      8)  875,1 ;      9)  
2

11
2




e

e
;      10)  

2

1
2ln4  ;      11)  3ln . 

 

Заміна змінної при обчисленні визначеного інтеграла 
 

Теорема .  Нехай дано  dxxf
b

a

)( , де функція  )(xf  неперервна на відрізку   

];[ ba .   Введемо нову змінну  )(tx  .   Якщо:  

1)   a)( ;   b)( ;  

2)   )(t   і  )(t   неперервні на  ];[  ;  

3)   ))(( tf    існує і неперервна на  ];[  ,  

то             dtttfdxxf
b

a

)())(()( 




  .                                         (3) 

 

Зауваження.   

1)   Слід мати на увазі, що при обчисленні визначеного інтеграла за 
формулою (3) ми не повертаємось до старої змінної. Обчисливши праву 
частину (3) ми отримаємо число, яке дорівнює і лівій частині.  

2)  Досить часто замість заміни  )(tx    зручно зробити заміну  

)(xt  . При такій заміні необхідно, щоб існувала обернена функція  

)(tgx   для функції  )(xt    і  для неї виконувались умови теореми.  
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Приклади:  
 

№ 1.   

















 1ln;

1
01ln;ln

ln

в

н2

1
etdx

x
dt

txt
dx

x

x
e




  

 

3
1

0
3
11

3 0

3
2

1

0

  t
dtt . 

 

№ 2.   
















 ;;

;1;

1 в

0
н

2

1

0
etdxedt

etet
dx

e

e
x

x

x

x




  

 

4
arctg1arctgarctg1arctg

1 2
1




  eeet
t

dt
e

. 

 

№ 3.   























;813;011

;2

;1;1

1
2

в
2

н

22

23
3

1 tt

dxxdt

txxt

dxxx  

 

  dxxxxdxxxx 21
2
1

1 22
3

1

22
3

1

 

 































 

8

0
2
3

2
52

1
2
1

)1(
2
1 2

3
2
5

2
1

2
38

0

8

0

tt
dtttdttt  

 

       
15

2464
3
1

5
88

3

8

5

88

035
2

2
1 3

3535

















xx
. 
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Приклади для самостійного розв’язання:  

1) dx
x

x
2

1

0
1  ;        2) dxxx 2cossin

3

0





;         3) dx
x

e x

2

1
2

1
 ; 

4) dx
x

x
e 4

1

ln1 
 ;       5) dx

x

x
2

2

0
sin4

cos





;        6) dxx x3
52

1

0

 . 

 

Відповіді:    1)  2ln5,0 ;      2)  
24

7
;      3)  ee  ;      4)   1228,0 4  ;  

5)  3ln25,0  ;      6)  
5ln3

4
. 

 
 
Формула інтегрування частинами у визначеному інтегралі має вигляд: 
 

  duv
b

a
vudvu

b

a

b

a

                                                          (4) 

 
Приклади  

№ 1.   



















2
sin2;

2
cos

;

2
cos

2

0

x
vdx

x
dv

dxduxu
dx

x
x



  

  2

0

2

0

2

0

2

0 2
cos4

2
sin2

2
sin2

2
sin2





xx

xdx
xx

x  

 







 






  0cos

4
cos40sin0

4
sin

2
2


 

 

422
2

2
1

2
2

4
2
2

2
2 











. 
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№ 2.   






















;;

;
1

;)1(ln
)1(ln

1

0 xvdxdv
x

dx
duxu

dxx

e

  

 








 


dx
x

xexx
x

dxxexx
ee

1

1)1(1)1(ln
1

1)1(ln
1

0
0

1

0
0

 

 











 


dx
x

exx
e

1

1
11)1(ln

1

0
0

 

 

   1)1(ln1)1(ln
00

exxexx  

 

1)11(1)1ln0ln1(0ln)1(  eeeeee .  

 
 
Приклади для самостійного розв’язання: 
 

1) dxxx 2sin
0




;  2) dxxx ln)23(
2

1

 .  3) dxex x 5
1

0

;  4) dxxarcctg
1

0
 . 

 

Відповіді:     1)  
2


 ;         2)  

4

9
;        3)  25,02ln2  ;        4)  

2
2ln

4


. 
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2.  Застосування визначеного інтеграла . 
 

2.1. Обчислення площі плоскої фігури. 
 

При обчисленні площі плоскої фігури використовується геометричний 

зміст визначеного інтеграла.  Як відомо що визначений інтеграл  dxxf
b

a

)(   

геометрично виражає площу криволінійної трапеції – фігури обмеженої віссю 
абсцис, прямими  ax  ,  bx    і кривою  )(xfy  , якщо  0)( xf   для 

всіх  ];[ bax  (рис.1).  

dxxfS
b

a

)( .                                                               (5) 

                         
Рис. 1.                                                              Рис. 2. 

 
Зауваження. Якщо  0)( xf   для  bxa  , то, враховуючи, що графік 

такої функції симетричний до графіка функції  )(xfy   відносно осі  Ox , і,  

що  0)(  dxxf
b

a

  на  ];[ ba  (рис. 2), маємо:  

dxxfdxxfS
b

a

b

a

)())((   .                                 (6) 

 
Більш загальною для обчислення площі криволінійної трапеції є формула  

 dxxfS
b

a

)(  ,                                             (7) 

яка має місце і для функції, що змінює знак на  ];[ ba . 
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Якщо фігура обмежена лініями   ax  ,  bx  ,  )(1 xfy  ,  )(2 xfy  ,  

де  )()( 12 xfxf    для всіх  ];[ bax , то   

   dxxfxfS
b

a

)()( 12   .                                  (8) 

 
Пояснення геометричне:  

                       
 

 12 SSS                                                      21 SSS  

  dxxfdxxf
b

a

b

a

)()( 12                              dxxfdxxf
b

a

b

a

)()( 12
 

  dxxfxf
b

a

)()( 12                                       dxxfdxxf
b

a

b

a

)()( 12  

                                                                              dxxfxf
b

a

)()( 12    

 

                           

  dxxfS )(1   dxxf
b

a

)(1  dxxf
b

a

)(0 1   dxxfxf
b

a

)()( 12  , де 

0)(2 xf . 
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Приклади:  Обчислити площу фігури, обмеженої вказаними лініями.  
 
№ 1.   12  xy ;   0y ;   0x ;   1x .  
 

Розв’язування.  Зробимо схематичний рисунок фігури, площу якої 
потрібно обчислити. 12  xy  – пряма. Щоб зробити рисунок, знайдемо 
координати точок перетину цієї прямої з прямими 0x   та  1x .  Нехай 

0x , тоді 1y , )1;0(A . При 1x , одержимо 3y ,  )3;1(B . 
 
Очевидно, що фігура, площу якої потрібно знайти, 
є криволінійною трапецією. Функція 12  xy  

на  1;0  приймає тільки додатні значення. Отже, 
можна  скористатись формулою (5).  

Тоді    dxxS
1

0

)12( )
2

2(
2

x
x


0

1
 =  

)( 2 xx 
0

1
 = 2011  . 

 

 

Відповідь:   2S  (кв. од.). 
 
№2.  Обчислити площу фігури, обмеженої лініями  xy cos ;   0y ;   

          
2


x ;   

6


x .  

 
Розв’язування.  Зробимо схематичний рисунок фігури, площу якої 

потрібно обчислити.  
 

xy cos  ‒ косинусоїда; 
 

0y  ‒ вісь Ox ; 
 

2


x ;   

6


x   ‒  прямі паралельні осі Oy . 
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Маємо криволінійну трапецію. Функція  xy cos  приймає тільки 

невід’ємні значення при  









6
;

2


x .   Скористаємось формулою  (5):  

dxxfS
b

a

)( .  




 
 2

6
sincos

6

2







xdxxS  











2
sin

6
sin


  

5,1)1(
2

1
 .  

Відповідь: 5,1S  (кв. од.). 
 

№ 3. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 3xy  ; 0y ; 2x . 
 

Розв’язування.  Зобразимо схематичний рисунок фігури, площу якої 

потрібно обчислити.  3xy   ‒ кубічна парабола;  0y  ‒ вісь Ox ;    2x  ‒ 

пряма паралельна осі Oy . Парабола і пряма перетинаються в точці  8;2  . 

 

 

Очевидно, що на проміжку  0;2 , 03 x , то скористаємось формулою (6). 
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dxxfS
b

a

)(
4

4
3

0

2

x
dxx  


2

0


4

4

)2(
0

4








 
 .  

 

Відповідь:   4S  (кв. од.). 
 
№ 4. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями  xy  ;  1 xy ;  
         1x ;   3x . 
 

Розв’язування.  Зробимо рисунок.   

1x   –  пряма , яка паралельна осі Oy  і перетинає вісь  Ox   при 1x ;  
3x   –  пряма , яка паралельна осі Oy  і перетинає вісь  Ox   при 3x ; 

xy    –  бісектриса 2-го та 4-го координатних кутів; 

1 xy   –  пряма, яка проходить через точки )2;1(A  та )4;3(B . 
 

 
 
Площу даної фігури обчислимо за формулою (8). 
 

      dxxdxxxS 12)()1(
3

1

3

1

  xx 2 
1

3
 

.10)11()33( 2   
 

Відповідь: 10S  (кв. од.). 

№ 5. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями  122  xxy  та 



 149

         3 xy .  
 

Розв’язування.  Знайдемо точки перетину заданих ліній.  








3

122

xy

xxy
,           3122  xxx ;  

022  xx ;         21 x ,        12 x ;  

Оскільки 3 xy , то 1321 y ,    4312 y ;         )1;2(A ;    

)4;1(B . 

Зробимо рисунок. 

3 xy  – пряма, яка проходить через знайдені точки A  та B ;  

122  xxy  (або  21 xy ) – парабола з вершиною в точці  )0;1(C , 
гілки якої направлені вгору і проходять  через точки A  та B . 

 

 

За формулою (8):  

   


dxxxxS )12()3( 2
1

2

  

   


dxxxx )123 2
1

2

 

 


dxxx )2( 2
1

2
















2

1
2

23

23

x
xx

 









 42

3

8
2

2

1

3

1
 62

2

1

3

8

3

1

 8
2

1
3 5,4 . 

Відповідь:   5,4S  (кв. од.).  
 

№ 6.  Обчислити площу фігури, обмеженої лініями  0y ;   xy  ;  
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  4 yx .  
 
Розв’язування.   Знайдемо точки перетину заданих прямих і зробимо рисунок.  








xy

y 0
,       0x ;       )0;0(O  ; 

 








4

0

yx

y
,        4x ;        )0;4(A ;  

 








4yx

xy
 ,       42 x ;        2x ,  2y ;   )2;2(B .  

 

З рисунка:  

  CBAOBCOBA SSS   

  dxxdxx )4(
4

2

2

0

  













4

2

2

0 2
4

2

22 x
x

x

  

4)28816(2  . 
 

Відповідь: 4S  (кв. од.). 
 
 
Приклади для самостійного розв’язання.  
 
Обчислити площу фігури, обмеженої вказаними лініями:  

1)   xy  2 ;    0y ;    1x ;    2x ; 

2)   xxy 22  ;    0y ;    4x ; 

3)   xy  ;     xy
3
1 ;  

4)   1 xy ;   xy  7 ;   0y ; 
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5)  542  xxy ;   122  xxy . 
 

Відповіді:  

1) 
2ln4

7  кв.од.;    2) 8 кв.од.;    3)  4,5 кв.од.;    4)  
3

2
10  кв.од.,    5)  

3

1
кв.од. 

 

2.2. Обчислення об’єму тіла обертання 
 

Нехай криволінійна трапеція обмежена графіком неперервної функції  
)(xfy  , віссю  Ox  і прямими  ax  ,  bx   обертається навколо осі  Ox .  

 

     
 

Тоді об’єм одержаного  тіла обчислюється за формулою 
 

dxxfV
b

a

Ox )(2   .                                            (9) 

Приклади.  
 
№1.  Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  Ox  фігури,  

обмеженої параболою  xy  3 , віссю  Ox  та прямою  1x . 

 

Розв’язування.   Зробимо рисунок.  

xy  3  – парабола;   .0:)(;3:)(  yyExyD   Ця парабола перетинає 

вісь Ox   при 3x . 
1x   ‒  пряма, яка паралельна осі Oy  і перетинає вісь Ox  при 1x . 

 
Фігура, обмежена вказаними лініями, є криволінійною трапецією (вона 
заштрихована на рисунку). Тоді шуканий об’єм обчислимо за формулою (9). 
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   


dxxV
2

3

1

3   














3

2
33

1

23

1

x
xdxx   

 8
2

1
3

2

9
9 








 . 

Відповідь:   8V   (куб.од.). 

 

№2.  Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі абсцис фігури,  

обмеженої лініями    2xy  ,   2 xy  та віссю абсцис.  
 

Розв’язування.   Зобразимо на рисунку фігуру, обмежену вказаними 
лініями.  

2xy   ‒ парабола, з вершиною в початку координат, гілки якої направлені в 
додатному напрямі осі Oy ;  

2 xy  ‒ пряма, яка перетинає вісь Ox  при 2x ,  а вісь Oy  при 2y .  
 
Знайдемо точки перетину заданих ліній.  








2

2

xy

xy
,           22  xx ,     022  xx ,         







.4;1

,2,1

21

21

yy

xx
 

 
Фігура, обмежена вказаними лініями, на рисунку заштрихована.  
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Очевидно, що шуканий  об’єм     







0

1

4
1

2

2
21 )2( dxxdxxVVV   

 








1

0

2

1

53

)2( 53 xx  
15

8

5

1
0

3

01







 


. 

 

Відповідь:  V  
15

8
 (куб. од.). 

 
№ 3.  Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі абсцис фігури, 

обмеженої лініями xy   та  xy 5,0 . 
 

Розв’язування.  Знайдемо точки перетину заданих ліній і зобразимо 
задану фігуру на рисунку. 

 








xy

xy

5,0
,            xx 5,0              

2
2

2

1
)( 






 xx              

24 xx     

 

      042  xx ,          ,01 x    .42 x  

 

 При  ;00,0 11  yx         Якщо  ,42 x то  242 y . 
 
Зробимо рисунок. 
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В даному випадку      





 

4

0

24

0

2

21 2

1
dxxdxxVVV   

 

 
4

0

2
4

0
4

1
dxxdxx 

2

2x
0

4
    

34

3x





0

4


3

8

3

16
8  . 

 

Відповідь:  V  
3

8
 (куб. од.). 

 
Приклади для самостійного розв’язання.  
 

Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі абсцис фігури, 
обмеженої вказаними лініями :  

1)    3 xy  ,  0y ,   8x ; 

№ 2.   23 xxy  ,       0y ; 

№ 3.   xy  ;      xy 2 ;     1x ; 

№ 4.   xy 3 ;     xy  1 ;     0y ;     1x ;     1x .  
 

Відповіді:  

1) 2,19 (куб.од.);  2) 1,8 (куб.од.);  3)  (куб.од.);   4) 
3

1

9ln9

8
  (куб.од.). 

 
Теоретичні питання для самоперевірки.  

 

1.  Означення визначеного інтеграла. 
2.  Формула Ньютона-Лейбніца. 
3.  Заміна змінної у визначеному інтегралі. 
4.  Метод інтегрування частинами у визначеному інтегралі.  
5.  Застосування визначеного інтеграла при обчисленні площі та об’єму. 
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Приклади задач, які виникають в економіці 
 

Задача 1.   Граничний прибуток підприємства описується функцією 
xxy 25,0400)(  , де x ‒ кількість реалізованої продукції. Знайти 

функцію прибутку враховуючи, що нульовій кількості продукції 
відповідає нульовий прибуток. 

Розв’язування.  Згідно умові потрібно знайти функцію )(xy , якщо 

xxy 25,0400)(    і  0)0( y .  

  dxxyxy )()(    Cxxdxx 2125,040025,0400 . 

Враховуючи, що 0)0( y , маємо С 00 , звідки  0С . 

Відповідь:    2125,0400)( xxxy  . 

 

Задача 2.   Нехай функції максимального прибутку і максимальних 
витрат мають вигляд xxf 380)(  ,  xxg  20)(   відповідно. 
Знайти: 1) прибуток при випуску 10 одиниць продукції; 

2) максимальний прибуток, тобто прибуток, що відповідає випуску  
    такого об’єму продукції при якому граничний прибуток дорівнює  
    граничним витратам. 

Розв’язування. 
1) Прибуток при випуску 10 одиниць продукції зводиться до 

обчислення     
10

0

)()( dxxgxf   
10

0

)20()380( dxxx  

 
10

0

)460( dxx   400200600
0

10
260 2  xx . 

 
2)  Оскільки граничний прибуток дорівнює граничним витратам, то маємо: 

)()( xgxf  ,      xx  20380   звідки   604 x ,       15вx . 

Максимальний прибуток обчислюється як 

  
15

0

)()( dxxgxf   
15

0

)20()380( dxxx 
15

0

)460( dxx  

 

  450450900
0

15
260 2  xx . 

Відповідь:  При випуску 10 одиниць продукту прибуток складає 400 ум. од., а 
максимальний прибуток розміром в 450 ум. од. буде досягнуто при випуску 15 
одиниць продукції. 


